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DIMENSIONS DES ESPACES

DE  FORMES MODULAIRES

par H. COHEN et J. OESTERLE

1) Introduction.

La connalssance explicite des dimensions des espaces de formes
modulaires est nécessaire dans de nombreux problémes. Les formules qui
Jes donnent sont connues de beaucoup de gens et il existe plusieurs
méthodes permettant de les obtenir (théoréme de Riemann-Roch, applica-
tion des formules de trace données par Shimura dans [3]). Néanmoins on
ne les trouve pas dans la littérature courante ; cet exposé, tout en
s'abstenant de fournir les démonstrations, se propose donc de combler
cette lacune. En outre, une table donnant dim Sk(ro(N) ) et

dim(Mk(ro(N),x) pour k€X%+2 , N€200 , et tout caractére x, figure

ala fin de 1'article.

1I) Notations.

Soit i: {z¢e/Im z>0} 1le demi-plan de Poincaré sur lequel agit

SL. (R ___,anb _ aztb
2'®) par : (3 0.z = 223
Soit N un entier naturel non nul et notons rO(N) le sous-—

: ab = X
droupe de SL, (2) Formé dee matrices (5 3) telles.que ¢ O(N)

Soit ¥ un caractére multiplicatif modulo N , 1.e. un homomor=

Phisme ge (Z/Nz)* dans ¢*. Soit £ 1le conducteur de x , c'est-a-

N tel que X

N

i i se factorise a travers
dire le plus petit diviseur de
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2z (N

" ou demi-entier.
soit XkE€4Z

un entier

Nous ferons les hypothéses suivantes :
ous

est entier, x(=1) = (=17 .

-s8i k
i kEL+ZT ., N est multiple de 4 et x(-1)=1
S %
6finirons le e (3 ur c€7,
Nous définirons le symbole (d) po z et d€z o
conditions suivantes :
= (5) est complétement multiplicative
d

si c<0 et (%)=1 si c»0

2
¢ )=(-1J(C -11/8 i ¢ est impair

C
5
2
(]

5

) est le symbole de Legendre si p est premier impair

et ¢ premjeré P
B

(=

s pged(c,d) #1 .

=0 si

* z - .
La notation ab , pour afC et bE&C designera

exp(bllogla! +1i Arg a)), avec —+<Arg a€nm .

(N),x) (resp. Sk(ro(m.x)) et nous appelle-

Nous noterons Mk(-o
rons espace des formes modulaires entiéres (resp. paraboliques) de
poids k , de niveau N et de caractére X 1'espace des fonctions f
définies sur f} ayant les propriétés suivantes :

a) £ est holomorphe sur ﬁ, z

b) si kez, £(2ED) = x(d)(cz+d) Kf(z) pour toute matrice
(2 g)E'O(N) et tout zéﬁ 5

bYsi x€x+7, £(2E2) =y(a)($) )_k(cz-&-d)kf(z) pour
toute matrice (3 g] To) et tout 24

c) £ est holomorphe (resp. s'annule) aux pointes (cf. (2

pour la signification de cet énoncé).

sont

On démontre que les espaces MK(TQ(N)’X) et sk(ro(N).X)

de dimension finie. On a méme les résultats suivants :

Al

(i) dim Sk(FQ(N),y_)=Q 84 C=0-3

k<o ,
(ii) dim M (T (M), %) =0 i y<q

¢ Ou bien 5i =
a'est pas le caractére trivial g O et

e ’
(iii) aim M (T (N),% ) =1

1)L Les résultats.
1

pans les théorémes 1 et 2, nous allons donner 7 e
r de

Sk‘ro(m'” - dim My o (To(0), %), valable pour toute valeur de

gim >
saris X le théoréme 1 traitant le cas ol X est SR Ar

’ e
chéoréme 2 le cas ol k€k+7 .

compte tenu de (1), (ii), (iii), les formules ainsi obtenues per-

mettent de calculer la valeur de dim Sk(ro(u),x)

pour k22 , et

wussi celle de  dim M (T (N),x) pour k22 (faire k=2-k dans la
formule) .

pour k=1/2 et k=3/2 , les formules donnent la valeur de
dim 51/2(1' (N),x) - dim Ma/z(r (N),x) et de
dim 53/2 (N),%x) - dim M1/2(r (N),x).

Pour un N et un ¥ £ixé, Serre et Stark exhibent dans [1] une
fase explici r ; &
ase explicite de 81/2(F°(N).x) et M1/2( O(N),x) Les formules pré

cidentes permettent alors d'obtenir la dimension de Hgfz(l'e(ﬁl.x) et

3TN )
Théoréme 1. Soit k€7 (et done X(-1)= (1)) .ona:
dm 8, (T (M), %) = @im My (T (N) XD =
%NTU*&%) = % TTA(: 55pr®) ¥ i ;du x(x)
BN pl¥ 5-&150(&1)
ey L X (x)

L% mod N
x24x+ = 0(N)
avy
=ECles notations suivantes = :
: dans 1a décompo:
ooy, x aésigne 1'exposant de P

&
me&és N (resp. de £

(resp. 5 )
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rept 7! i 25 <r =2y
+ N(E, ,sp.p) vaut : [p +pP si s,< 2
P 2pf si 28 €r =2r'4
1 r -8 P P
‘ p P ;
| 2p si 25p> Ty
i vaut @ o si X impair
—% si x=2 (mod 4)
‘13 si k=0 (mod 4)
.My vaut : 0o si x=1 (mod 3)
-1 s x=2 (mod 3)
l % si x=0 (mod 3)

1°) L'expression est en fait égale i 1a

TT atr_,s_.p)
pN 2

T Cl(c.g)) oi © est la fonction d'Euler. Mais c'est le

ciN
N IN
(C.E) 7

somme

produit qui est le plus maniable en pratigque.

2%) si % , caractére trivial, la somme z % (%)
¥ mod N
x2+1 =0(N)
(resp. z %(x)) est égale au nombre de racines de 1'équation
x mod N

*2+x+1 Z0(N)

%2“41=0 (resp. *E4xch1 =0) dans 2/NZ . Ce nombre vaut :
{o si 4l ;o si 9““)
- resp. =

TT G+ si aty ( UTT (e ot ol
p'N P p\N P

Théoréme 2. Soit kEk+2 (et donc 4|N et x(-1)=1). QoBF
dim §, (T _(N),%) -aim M, _ (" (0),x) = Soin TT (1+1) B Hrpr’p'?)

° 2-%" o % T iy P 2 plN
p72 :

oi. 1, s 2R s, ont méme signification gu'au théoréme i, ot ol

est défini par le diagramme suivant :
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Condition (C)

non (C)

par suite *

non (C) &= (¥p premier), (p=3(4)

Lz condition (C) étant la condition suivante :

(c) & 3p premier, p=3(4), p|N, t, impair ou 0<r <2s
P B

et plv —
P rp

ir et r 32s ).
pa 5 sp}
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TABLES : DIMENSIONS EN

I) Rappel des notations.

x&k+7 , N est un entier naturel multiple de 4 et y un cap.
% : ac~

modulo N de conducteur £ tel gue X(-1) =4 ,

tére multiplicatif iy

[ T (N).X) r_(N).x tig
note M (T (N¥).x), Sl o(Nex), B (T (N).x) 1'espace des formeg o

jaires entiéres, paraboligues, d'Eisenstein respectivement, relatjye.

et de poids k .

3 U, r (N) et au caractére X ,
ment au groupe o(

¥ étant astreint & 8tre pair, £ ne peut prendre gue des valeurg

distinctes de 3 et 4 et non congrues & 2 modulo 4.

Les tables qui suivent permettent de calculer facilement les valeurs

des dimensions des espaces M (7 (N),%), S (T _(N),x), E (T (8),x) pour

tout k€%+2Z , et tout caractére X modulo N , pourvu gue le niveau

N soit inférieur ou égal 3 200.

Une premiére table donne les valeurs d'une certaine quantité

a(¥} en fonction de N .

Une deuxilme tsble, ordonnée en quatre colonnes, donne les valeurs

de certaines quantités b(N,f) et e(N,f) gui ne dépendent que du

niveau N, et du conducteur £ de x . Dans la premiére colonne figu-

rent les valeurs de N . Dans la seconde colonne figurent les valeurs

de £ . Parfois, cette colonne est vide ; cela signifie que pour 1€

giveal N sont en fait indépendant®

correspondant, b(N,f) et c(N, £)

ie i .
de f . Parfois, on trouvera sur une méme ligne de cette seconde

P

ne plusieurs valeurs de
colonnes
12 signifie que b(N,f) et oy, £)
ce

wieurs 4 E -

une troisiéme table domne 1a dimension, que noug
fioterong aly
%),

) M, o (T_(N},x). Deg ra éné
e ol Tegles génar,
“ aleg Permettant ge trouver

o

) Y figurent,

€t elles sont sujyj
€s de 1a 1igt,
€ des exceptj
ions.

1) pésultats.

avec les notations précédentes ona -

o R(f d%m ST o), %) = aim M (H),x) =0
o %l dim 51/2(1'°(H3.l)=0 (attention : ceci
n'est plus vrai si N> 200)
3 dJ..m Mi/z(rc(m‘” =d(N,%)
a0 }‘:5 dim 53/2(1'0(8).)(3=d(ﬂ,x)*b(§.ﬂ-(:(¥.f’

dim HJ/Z(I'O(N).XB =Db(N, f)

dim Sk(S'o(N) %) =a(N)k' - b(N,f)

dim Hk(!-o(N).x) =a(N)k’ -b(N,£) 4 c(N, £)
dim Ek(i-O(N).X’=C(N.f)

avec k'=21

avec

3
si k=2k'+ 2
k=2k 3

1é

L& table :

dim 8, (T _(¥),x) =a(N)k' +B(N,£) - c(N,£)
dim M (T _(¥),x) =a(N)x' +b(N,£)
dim B (T_(N),x) =c(N,£)

20| 24| 28] 32| 36| 40| 44| 48] 52| 56| 60| 64
16| 14] 16| 24| 16

ol &l

116] 120] 124] 128 132/ 13

¥| 72[76] 80| 84| s8] 93] 96]100[104] 108|112

] 28] 0] 24 321 2a za] 32| 30| 28] 39| 2| 39| 8| 7 37 48] =
T 2]196] 200
" | 190]T4a] 728 753 56 ] 160] 164 [ 168] 172] 176] 160] 1B4]188[12 i

aly 56| €0
B aaT S5 s e sl cal 5 %8| 72| 4| 48| )
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) |
4
8|
12|
16| 1
8
16
20 1,5
| 20
24‘
28|
32| 1,8
| 16
[ 32
36 1
| 12
9,36
40
44
48, 1,12
8,24
16,48
52 1,13
52
56
60
64 1.8
16
32
64
68 1:.17
68
72| 1,8,12,24
9,36,72
76
80| 1,5,20
8,40
16,80
B84
88
92
96| 1,8,12,24
16,48
32,96
100 1,5
20
25
100
104
108[1,9,12,36
27,108

ANOBRANNIADONRODARONDERONAENLEDNOOLEALONANSEDONLDEO S SN LGS WD

PONDONTIONYOVNARNOO IO NAOOVOUIDO WAL VA WRN WS W =

cnnOoN®

[ N £ (N, )
12

8

4

4

4

120 12
124 4
128/ 1,8,16 16
| 32 8

‘ 64 4
128 2

132 8
136, 6
140| 8
144 1,12 24
8,24 16

9,36 12
16,48,72 8

144 4

148 1,37 4
148 4

152 6
156 8
160/ 1,5,8,20,40 16
16,80 8
32,160 4

164 1,41 4
164 4

168 12
172 4
176  1,11,44 12
8,88 8
16,176 4

180 1,5.15 16
12,20, 60 16
9,36,45,180| 8
184 6
188 4
192| 1,12,8,24 24
16,48 16
32,96 8
64,192 4

196 1.7 16
28 16
49,196 4
200|1,5,8,20,40 18
25,100, 200 6
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, : Valeurs de d(N,y) =qa4

.. table * s im r
l@"/t/‘— M;i( o™ POUr  N< 30,
premiercas * X 07
i pans ce cas on a d(N,x) =0
N=196 et que ¥ E

. £ :
. St 1'un des geyy Caractéreg q¢

ordr
sducteur 7 . alors  d(N,y) =4 e 3 et

dec0

sme cas : % est le caractére unité, i

-8 s X=yx
o
pans ce cas, ©h a la table suivante -

8(12|16| 20|24 |28 32 6| 40
B

44] 48] 52 seTo'e‘z;m
T

N 72(76|80/84|88(92 196 [100|104][108[112]7116 1201124

N 140|144\ 148| 152|156 160 164|168]172]176] 180] 184] 128] 192] 156 200

% est d'ordre 2.

Dans ce cas d(N,x) =1 , sauf pour la table d'exceptions gque
"ous présentons ci-dessous avec en premiére colonne la valeur de N,
e seconde colonne 1'entier f (il est & remarquer gue si X quadra—

tique pair, alors W= (g) od £ est son conducteur) ; dans la troi-

siéme colonne on trouve a(N,x).

£]ain, ) N £ [am0) | N[ £]a(Nx)
2

8 2 Tos|1z| 2 19082

2| 2 112|28| 2 1221 812

8 2 128| 8 3 Sl 5

8 2 144| 8 2 8 2

5/ 2 12 2 L9 S

8 2 160| 8/ 2 40 [0

2 2 5 2

4| 2 40| 2

5 2 176(44 2 ____——J
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1v) Exemples.
12
1°) calcul de ﬂim[53/2(ro(108)'(?3”- Remarque . (‘_-2) ast 1

/ E R TEaEE 3 :
caractére d'ordre 2 associé 3 l'extension @(V3)/@ ; sop coﬂducteur

est égal a 12.
2 .
5 5 d(WOE.(I:—")) =2 (cf 3éme table, 3e cas, excepts
ong)

(2éme table)

b(108,12) =15

c(108,12) =12 (2éme table)
12

Donc : dim SJ/ZE»"OUOSJ, (T)) =2+15-12=5

2°) caleul de dim(Mg (T (156),%)] o@ x est up caractére

19 et de conducteur 39.

d'ordre
Ona:§=3k'+2l avec k'=
a(156) = 56 (1ére table)

b(156,39) =18 (2éme table)

c(156,39) =8 (2éme table)

Donc la dimension cherchée est 56X2-18+8 = 102
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FRCTEURS GaMMA ET EQUATIONS FONCTIOHNE'LL
ES

Par M.-F, VIGfnag

rntroduction.
—_—

on considére des séries de Dirichlet ?(s) de 15 7
‘orme

B G

(1) ’
p 5ich Séﬂ!,anfc

vérifiant une équation fonctionnelle :

(2) ¥s)=a"" ¥(-a) , a>p

avec les conditions suivantes

1) ©(s) converge pour Re(s) assez grand vers une fonction non.

identiquement nulle.
2) ¥(s) est une autre série de Dirichlet vérifiant 1), de la

£ o - - -

forme (1), '«(5)=nl-;lbn a7 e o bn€'l‘ 5

3 8, ts), 8,(s) sont des facteurs gamma

G
A,(s) = T T(pstc.)
(3) 1 £= o2 e
b )
4, (s) = I Flpistc
2 g=6H 3 9

ol omb: comp.
G=1 | H~G21 , les constantas C cq sont des nombres lexes

et o i 3 ifs.
8 constantes Py (B SeHEHORRISE rationnels strictement positi

3
“M pose




