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Lineare Algebra und analytische Geometrie II

Vorlesung 31

Vektorrdume mit Skalarprodukt

Im R™ kann man nicht nur Vektoren addieren und skalieren, sondern ein Vek-
tor hat auch eine Lange, und die Lagebeziehung von zwei Vektoren zueinan-
der wird durch den Winkel zwischen ihnen ausgedriickt. Lange und Winkel
werden beide durch den Begriff des Skalarprodukts prazisiert. Dafiir muss ein
reeller Vektorraum oder ein komplexer Vektorraum vorliegen. Wir diskutie-
ren die beiden Fille parallel und verwenden als gemeinsame Bezeichnung fiir
R bzw. C das Symbol K. Zu z € C bezeichnet z die konjungiert-komplexe
Zahl, bei z € R einfach die Zahl selbst.

DEFINITION 31.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V' ist eine
Abbildung

VxV —K, (v,w) — (v,w),
mit folgenden Eigenschaften:
(1) Es ist
(M@t + Ao, y) = A (21,y) + A2 (22,9)
fiir alle Ay, Ay € K, 21,29,y € V und
(, My + Aaa) = A (2, 01) + Ao (2, 12)

fiir alle A\, Ao € K, x, 41,92 € V.
(2) Es ist

fiir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v = 0 ist.

Die dabei auftretenden Eigenschaften heilen im reellen Fall Bilinearitit (das
ist nur eine andere Bezeichnung fiir multilinear, wenn der Definitionsbereich
das Produkt von zwei Vektorrdumen ist), Symmetrie und positive Definitheit.
Im komplexen Fall spricht man von sesquilinear und von hermitesch. Diese
auf den ersten Blick unschéone Abweichung muss gemacht werden, um die
positive Definitheit zu erhalten, was wiederum die Voraussetzung fiir einen
sinnvollen Abstandsbegriff im Komplexen ist.
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BEISPIEL 31.2. Auf dem R" ist die Abbildung
R" x R" — R, (v,w) = ((v1,...,0n), (W1, ..., wy,)) —> Zviwi,
=1

ein Skalarprodukt, das man das Standardskalarprodukt nennt. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass dies in der Tat ein Skalarprodukt ist.

Beispielsweise ist im R? mit dem Standardskalarprodukt

3 ~1
< 5], 4 >:3-(—1)—5-4+2-6:—1l.
2 6

DEFINITION 31.3. Ein reeller, endlichdimensionaler Vektorraum, der mit ei-
nem Skalarprodukt versehen ist, heifit euklidischer Vektorraum.

Zu einem Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt besitzt jeder Untervektor-
raum U C V selbst wieder durch Einschrinkung ein Skalarprodukt. Insbe-
sondere ist zu einem euklidischen Vektorraum jeder Untervektorraum U C V
selbst wieder ein euklidischer Vektorraum. Jeder Untervektorraum U C R”"
tragt somit das eingeschrinkte Standardskalarprodukt. Da es stets eine Iso-
morphie U = R™ gibt, kann man auch das Standardskalarprodukt des R™
nach U iibertragen, doch hédngt dies von der gewéhlten Isomorphie ab und
hat im Allgemeinen nichts mit dem eingeschréinkten Standardskalarprodukt
zu tun.

DEFINITION 31.4. Das auf dem C" durch
(u,v) = iuzv_Z
i=1
gegebene Skalarprodukt heifit (komplezes) Standardskalarprodukt.
Beispielsweise ist

4—31\ [—2+5i . . . |
<(2+7i)’(3—61>> = (4-3i)-—2+5i+(2+7i) -3 —6i

= (4-3i)-(—2—51)+ (2+ 7i) - (3 +61)
= —23—14i — 36 + 33i

= —59+ 19i.
BEMERKUNG 31.5. Wenn man einen komplexen Vektorraum V mit einem
Skalarprodukt (—, —) als reellen Vektorraum auffasst, so ist durch den Real-
teil
Re ((v,w))

ein reelles Skalarprodukt gegeben, siehe Aufgabe 31.3. Wegen

(v,w) = Re ((v,w))+ilm ((v,w))
= Re ((v,w)) —iRe (i (v,w))



= Re (<U7w>) —iRe (<ZU,U)>)
kann man aus dem Realteil das urspriingliche Skalarprodukt rekonstruieren.

BEISPIEL 31.6. Es sei [a,b] ein abgeschlossenes reelles Intervall mit a < b
und sei

V = {f:[a,b] = C| f stetig}

versehen mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Wir setzen

(o) = [ st

und erhalten damit ein Skalarprodukt. Die Additivitdt folgt beispielsweise
aus

it fog) = / (A1) + o) g0t

b b

— / Fi(t)g(t)dt + / fo(t)g(t)dt

— U g)+ (fr9).

Die positive Definitheit folgt so: Wenn f nicht die Nullfunktion ist, so sei
s € la,b] ein Punkt mit f(s) # 0. Dann ist |[f(s)| > 0 und wegen der
Stetigkeit von f gibt es dann auch eine Umgebung [s — €, s + €] N [a, b] der
Léange > ¢, auf der iiberall

f)] >¢c>0
ist. Somit ist
b min (b,s+¢€)
) = [ rwta > [ FOPd > e > 0
a max (a,s—¢)

positiv.

Norm

Mit einem Skalarprodukt kann man die Lénge eines Vektors und damit auch
den Abstand zwischen zwei Vektoren erkldren.

DEFINITION 31.7. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—). Dann nennt man zu einem Vektor v € V' die reelle Zahl

loll= v/ (v, v)

die Norm von v.

Das Skalarprodukt (v,v) ist stets reell und nicht negativ und somit ist die
Quadratwurzel eine eindeutig bestimmte reelle Zahl. Fiir einen komplexen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt ist es gleichgiiltig, ob man die Norm
direkt oder iiber den zugrunde liegenden reellen Vektorraum bestimmt, siehe
Aufgabe 31.11.
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SATZ 31.8. SeiV ein Vektorraum diber K mit einem Skalarprodukt (—, —) und
der zugehirigen Norm || —||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Abschétz-
ung, ndamlich

(v, w)| <[[v]] - [Jw]]
fir alle v,w € V.

Beweis. Bei w = 0 ist die Aussage richtig. Sei also w # 0 und damit auch
[|wl|# 0. Damit hat man die Abschitzungen

R T )

(v, w) (v, w)

= g 0 e O e )
= o) = ol — e o) 4 )
(v, w) (v, w)
o (il
v, w
0 e
Multiplikation mit ||w||? und Wurzelziechen ergibt das Resultat. O

LEMMA 31.9. Sei V' ein Vektorraum diber K mit einem Skalarprodukt (—, —).
Dann gelten fiir die zugehorige Norm folgende Eigenschaften.

(1) [[o]| =0
(2) ||v]|= Ogenau dann, wenn v = 0 ist.
3) FirNeKundv eV gilt
(3) g
[ Avfl = Al [[o]] -

(4) Firv,w eV gilt
lo+wl| <[[vl] + [[w]] .
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Skalarprodukts. Die Multiplikativitat folgt aus
[M])P= v, o) = X(w,A0) = A (v,0) = |A|[v]]?.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung schreiben wir

||v 4+ wl|? (v +w, v+ w)
ol 1w+ (o) +
[[o]|” + [Jw]]| +2Re ((v,

< Il + lwll? +2 (o, w)]

w)

)

Aufgrund von Satz 31.8 ist dies < (||v|| + [|w]])®. Diese Abschiitzung iiber-
tragt sich auf die Quadratwurzeln. O
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Mit der folgenden Aussage, der Polarisationsformel, kann man ein Skalar-
produkt aus der Norm rekonstruieren.

LEMMA 31.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und der

zugehorigen Norm || —||. Dann gilt bei K = R die Beziehung
1
(v, w) = 3 (lv+wlf = [[v][* = [[w])

und bei K = C die Beziehung

1
(v, w) = Z(||v+w\|2 —lv—wl|f’ +i[lv+iw|* =i [Jv —iw|?).

Beweis. Siehe Aufgabe 31.10. O

Normierte Vektorrriume

Aufgrund von Lemma 31.9 ist die Norm zu einem Skalarprodukt eine Norm
im Sinne der folgenden Definition und ein Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt ist insbesondere ein normierter Vektorraum.

DEFINITION 31.11. Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
=1l V—R, vi—|[v]],

heifit Norm, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle v, w € V' gelten.

(1) [[v]|= 0.
(2) ||v||= 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir A€ Kund v € V gilt

[Avl[=[A]- [[v]] -
(4) Fir v,w € V gilt
v +wl[<[lv]| + [[w]].
DEFINITION 31.12. Ein K-Vektorraum heifit normierter Vektorraum, wenn

auf ihm eine Norm || — || definiert ist.

Auf einem euklidischen Vektorraum nennt man die iiber das Skalarprodukt
gegebene Norm auch die euklidische Norm. Bei V' = R™ mit dem Standards-
kalarprodukt ist

BEISPIEL 31.13. Im K" ist durch
|| ]| max := max (|z;],i=1,...,n)

eine Norm definiert, die die Mazimumsnorm heiflt.
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Die Summenmetrik heifit auch Taxi-Metrik. Die griine Linie représentiert den
euklidischen Abstand, die anderen reprisentieren den Summenabstand.

BEISPIEL 31.14. Im K" ist durch

n
|2 [ sum == Z | 4]
i=1

eine Norm definiert, die die Summennorm heif3t.

Zu einem Vektor v € V| v # 0, in einem normierten Vektorraum V nennt
man den Vektor ﬁ den zugehorigen normierten Vektor. Ein solcher normier-

ter Vektor besitzt die Norm 1. Der Ubergang zum normierten Vektor heifit
Normierung.

Normierte Riume als metrische Riume

DEFINITION 31.15. Sei M eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R
heiit Metrik (oder Distanzfunktion), wenn fiir alle z,y, z € M die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(1) d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist (Definitheit),
(2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie), und
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (M, d), wobei M eine Menge und d: M x
M — R eine Metrik ist.

DEFINITION 31.16. Auf einem normierten Vektorraum V' mit Norm || — ||
definiert man die zugehdrige Metrik durch

dlv,w) =||v—wl||.
Dies ist in der Tat eine Metrik.

LEMMA 31.17. Ein normuerter Vektorraum V st durch die zugehdrige Metrik
ein metrischer Raum.



Beweis. Siehe Aufgabe 31.17. O

Damit ist ein euklidischer Raum insbesondere ein metrischer Raum.

BEMERKUNG 31.18. Ein affiner Raum iiber einem normierten Vektorraum
V' wird zu einem metrischen Raum, indem man

d(P,Q) =||PQ|

setzt. Diese Metrik ist invariant unter Translationen.

BEISPIEL 31.19. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmenge.
Dann ist T" ebenfalls ein metrischer Raum, wenn man

dr(z,y) = d(z,y) fir alle x,y € T
setzt. Diese Metrik heifit die induzierte Metrik.

Daher ist insgesamt jede Teilmenge eines affinen Raumes iiber einem eukli-
dischen oder normierten Vektorraum ein metrischer Raum.
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