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"QUELQUES ESPECES SUR LES ENSEMBLES DE PETITE CARDINALITE"
par Jacques Labelle1
Résumé

On sait que toute espece de structures(au sens combinatoire de [3])
se décompose comme somme d'espéces ditesmoléculaires (i.e. indécomposa-
bles pour la somme) et que ces espéces sont elles-mémes des produits
d'espéces dites atomiques (i.e. indécomposables pour le produit). Afin
d'entreprendre 1'étude systématique des espéces sur les petites cardina-
1ités, nous dressons donc la liste compléte de toutes les espéces molécu-
laires (ef atomiques) sur les cardinalités jusqu'a cinq. Nous en faisons
une analyse assez détaillée et donnons, en particulier, le type, la cardi-
nalité, le rang, la dérivée et la série indicatrice des cycles de chacune
d'elles. Certains exemples, contre-exemples, propriétés et identités spécia-
les & propos de ces exemples sont aussi explicités en cours de route. Nous
terminons en disant quelques mots du cas multi-sorte. En résumé, ce
travail se veut avant tout un texte de référence concernant la combinatoire

des espéces quelconques portées par au plus 5 é&léments.

! Travail fait dans le cadre de la subvention FCAC [EQ 1608], ministére de 1'Educa-

tion du Gouvernement du Québec. (ai' CRSNG A 5660 )



1. Rappels sur les G-ensembles

Soit X un ensemble muni d'une G-action (p: GxX— X) du groupe G.
On dit alors tout aussi bien que G agit sur X, que X est un G-ensemble,
que X est une représentation ensembliste de G ou que 1'homomorphisme
associé G—> SX est une représentation de G comme groupe de permutations

de X.

Lorsque G et X sont finis (et ce sera le cas a partir de maintenant)
1l'action p peut &tre représentée géométriquement par le multigraphe orienté
obtenu en prenant, ¥xeX, un sommet x et, ¥geG, une fléche indicée g de X a
gx.{ Bien sir, dans ce multigraphe 1'ensemble des boucles en x correspond
au stabilisateur G, de x et les composantes connexes correspondent aux
orbites de p. L'action est dite connexe (ou transtitive) si elle admet
une seule orbite. Deux G-ensembles sont isomorphes (on dit aussi qu'ils

ont le méme type) si et seulement sl leurs multigraphes sont isomorphes.

I1 est bien connu (lemme de Burnside) que l'orbite de x contient
|G|/|Gx| éléments et que le nombre d'orbites est donné (théoreme de

Burnside) par 1'expression:
1 Y. Fix g
|G| geC

oi Fix g = |{x€X|gx=x}|.



Lorsque l'action est connexe, son rang est le nombre d'orbites
(indépendant de x) de l'action restreinte de G sur X. On voit facile-

ment [11] que le rang est donné par 1l'expression:

1 (Fix g)2

TCT g€6

I1 y a bijection entre les types d'actions connexes de G et les
classes de conjugaison de sous-groupes de G. En effet, a toute action
connexe p: GxXX—> X on peut associer 1'ensemble {Gx|x€X}. Réciproque-
ment si H est un sous-groupe de G alors le type de l'action canonique de
G sur G/H ne dépend que de la classe de conjugaison du sous-groupe H.
11 découle de ceci que pour G donné, il n'y a qu'un nombre fini (notons-le
HG) de types d'actions connexes de G. Notons de plus que |X| divise Kd

pour tout G-ensemble connexe X.

Au début du 20iéme sidcle, le mathématicien anglais A. Cayley a entre-
pris 1'étude de 1l'important cas ol G est le groupe symétrique Sn de degré n.
Plus tard, les chimistes A.C. Lunn et J.K. Senior ont utilisés ses travaux
dans [9] oll 1'on peut trouver les premi&res valeurs des nombres U = g
ainsi que de nombreuses listes de sous-groupes de Sn' La suite (un)nzg

est la suite 477 du livre de N.J.A. Sloane [14] et ses premiéres valeurs

sont: 1, 1, 2, 4, 11, 19, 56, 96, 296, 554, 1593, 3093. %l_z’.qa;
3‘{’\ /‘; }



2. Rappels sur la théorie des especes

Nous utiliserons la théorie combinatoire des espéces de structures
introduite par André Joyal [3] (voir également [5] et [8]). Rappelons
seulement qu'une espéce T est un foncgeur du groupoide B (i.e la catégorie
des ensembles finis avec bijections) dans la catégorie Ensf des ensembles

finis avec fonctions.

Si S et T sont des espaces alors S+T, S'T et SoT (si T[P] = @) dénotent

leur somme, produit et substitution respectivement.

+
Notons respectivement 0, 1, X, E, E , E7, C et L les espéces vide,
ensemble vide, singleton, ensemble, ensemble pointé, ensemble oritenté, »
permutation cyclique et ordre linéaire. De plus, si T est une espéce,

notons Tn 1'espéce obtenue en restreignant T aux ensembles de cardinalité

n:
T[u] si |U|=n
Tn[U] =
# sinon
, g 1, E = X-E
= = = = > = .
On a Eo 1, El X, E2 L2 et.E3 3 De plus, pour nzl, En n-1
et L= X".
n

Voicl quelques précisions concernant l'espéce S=mT oli m2l. Bien sdr
S est la somme de m copies de T; pour tout U fini, S[U] est donc la réunion
disjointe de m copies de T[U]. Il est commode de penser a une S-structure s

comme &tant une T-structure munie d'une &tiquette i, 1<i<m, (ou encore



coloriée d'une iiéme couleur) indiquant de laquelle des m copies de TLU]
elle provient. Notez cependant que lorsqu'on transporte s le long d'une
bijection f:U—> V 1'étiquette deméure inchangée. Notez Egalement que mT
est un produit d'espéces. En effet, i1 suffit de penser a m comme étant

1'espéce définie par

1@ sinon

alU] =_(F1,2,...,m} siU=2¢9

L'espéce M est dite moléculaire si M=S+T implique S5=0 ou T=0. Comme
toute espéce A admet la décomposition A = L An’ une espéce moléculaire
nz0
est nécessairement concentrée sur une seule cardinalité. Soit n cette

cardinalité et U un ensemble i n &léments. L'ensemble ALU] est par défini-

tion muni de 1l'action du groupe symétrique SU définie par
(0,a) —> Alo] (a).

Dire que A est moléculaire revient a dire que cette action est
connexe. En particulier pour U = n = {0,1,2,...n—1} on obtient une action
connexe de Sn sur A[n] dont le multigraphe associé peut @tre grandement
simplifié comme suit. Il est bien connu [11] que les transpositionms,

8= (0,1), 1sisn-1, constituent un ensemble de générateurs de Sn satis-

3= 1 et (s

=~

2 2_
faisant aux relations: s, = I, (Sisi+l isi+1sisj) = I, ol

1si, js<n-1, j=i, j=i+l et i+l est pris modulo n-1. Plagons donc en chaque
sommet acAlnl], plutdt que n! fléches, seulement n-1 arétes (1'aréte
d'indice i, 1<$isn-1, joignant a a A[si](a)) dont certaines peuvent &tre des
boucles. Ce multigraphe (non-orienté),lorsqu'on oublie la nature de ses
sommets,s'appelle le type de l'espéce A od A peut étre une espece quelconque

concentrde sur la cardinalité n. Par exemple, la figure 1 montre la



construction du type de l'espéce X'C3 qui apparalt dans la figure 10
plus loin. (Le lecteur trouvera Egalement dans [6] figure 1, 1'exemple

de l'espeéce Pzic que nous décrivons a la remarque B2).
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FIGURE 1

I1 est facile de voir que pour toute espéce A, concentrée en cardinalité
n, le type de A'(1l'espece dérivée de A) s'obtient de celul de A en effagant

toutes les arétes d'indice n-1 (sauf si n=0).

Notez que le type de A pourrait également se représenter en choisissant
les générateurs T = (1,1+1), O0<isn-1, de S . On pourrait &galement se
contenter de ne placer en chaque sommet qu'une aréte et une fléche corres-
pondant a l'action des deux générateurs (0,1) et (0,1,2,...,n-1) de S,

Ce dernier modéle, bien que moins chargé, est moins symétrique et ne permet

pas de volr facilement le type de A' a partir de celul de A.



Le but des deux prochaines sections est de trouver des modéles concrets
d'espéces réalisant tous les types d'espéces moléculaires concentrées sur

la cardinalité n pour n<5.-

Pour n<h, ceci a été fait par Hélene Décoste et Gilbert Labelle [61.
La figure 10 (qui leur est due) donne la liste compleéte (& isomorphisme
prés) des 19 espéces moléculaires sur quatre points ou moins.

Comme eux, notons Mﬁi) la iieme espéce moléculaire sur n points.
Pour n fixe, les espéces sont ordonnées suivant 1l'ordre croissant de leur

"cardinalité" (nombre de structures).

Toute espéce T, concentrée sur n points, peut s'écrire de fagon

unique (2 isomorphisme prés) sous la forme

-
=

T = 2: cy M(i) ol cy € N.
i=1 n
C'est la décomposition moléculaire de 1'espece T. Par exemple si A
est 1'espece arbre , il est facile de voir que A, est isomorphe a X+E ¢
E.oL,. La décomposition moléculaire de sn(s étant 1'espeéce permutation)

2 2

est donnée a la remarque AS.

Une espéce moléculaire M est dite atomique si M = S*T implique S=1
ou T=1. Yeh a démontré récemment [13] que toute espéce moléculaire M
peut de fagon unique (a isomorphisme et ordre prés des facteurs) s'écrire

comme prodult d'especes atomiques.



Au cours de la construction des espéces moléculaires sur cinq points
et moins nous nous efforcerons donc d'expliciter la décomposition atomique

de chaque espeéce.

3. Construction d'espéces

Parlons maintenant d'une importante construction permettant de "quotienter"

les espéces.

Nous dirons que le groupe fini G agit de facon naturelle sur 1'espéce T

si on a un homomorphisme de G dans Aut(T), le groupe des équivalences (ou



automorphismes) naturelles du foncteur T sur lui-méme. Ceci veut dire que

pour tout ensemble fini U, on a une action pU:GxT[U]-—————9 T[U], de sorte

que, pour toute bijection f:U ——>V le carré suivant commute:

¢ x T[U] ————5—————> TLU]
u

1G x TLf] TL£]

G x TLV] -———E—————) TLV]
Y

On peut alors quotienter 1'espéce T par G pour obtenir 1'espéce T/G
définie par (T/G)[UI = TLU1/G. Une (T/G)-structure sur U est donc 1'orbite

(par 1l'action pU) d'une T-structure sur U.

En particulier, la donnée d'une action naturelle de Zk= Z/kZ sur T

équivaut a la donnée d'un automorphisme naturel O de T tel que Ok = lT.

Par exemple, pour 1l'automorphisme naturel O:L—> L. défini par OU(ul,uz,..

), o U = {ul,u .,uk], on obtient 1'espéce quotient

= (uk,ul,uz,...,uk_1 IR

Lk/zk isomorphe a Ck' Plus simplement, ¥n23, 1'automorphisme involutif

. ' -1
O:Cﬂ———)Cn, défini par O0(c)= o ~, permet de construire 1'espgce Cn/Zz= P

appelée 1l'espece polygone a4 n cotés.

.U



Remarque. Si H est un soﬁs—groupe de Sn alors 1'espéce_moléculaire as-
socige i la classe de conjugaison de H est, i isomorphisme prés,
B([nl,-)/H ol 1l'action naturelle de H sur 1'espéce B([nl],-) est éviden-
te. Une B([nl,-)/H structure sur U (ol |Ul=n) est donc une

bijection (& l'action de H prés) de [n] sur U. On peut Egale-

ment obtenir un mod2le de cette espéce moléculaire en quotien-~

tant plutdt 1'espece Ln par l'action de H obtenue en permutant

les &léments des ordres totaﬁx (volr par exemple la remarque A3)

dans la section qui suit).

4, Recensement des espéces moléculaires

Le lecteur trouvera dans les tableaux A, B et C, qui suivent, des modéles
concrets pour toutes les espéces moléculaires sur n points (n<5) ainsi que
de nombreuses données s'y rattachant. Le tableau A concerne les cardinalités
0, 1, 2 et 3; les tableaux B et C, les cardjinalités 4 et ? respectivement.
Dans chaque tableau, la troisieme colonne donne la cardinalité de 1l'espece
(par abus de langage |M[nl|), 1la quatfiéme colonne le '"rang de 1'espéce"

(considérée comme action connexe de Sn) et la cinquiéme colonne la dérivée

de l'espéce.



10

Un crochet dans la 6ieéme colonne indique que 1'espéce est atomique. Dans
d, d d

1 2 '
la partie droite des tableaux, sous l'expression 1 2 "...n n ol
Zidi= n, on trouve en iieme case le nombre de Mii)—structures sur

n = {0,1,...,n—l} laissées fixes par une quelconque permutation 0 de type

dl d2 d

17 2%...0" (d.e ayant d cycles de longueur i). Toujours dans la
d1 d2 d

colonne 1 2 7...nmn n’ au bas du tableau, on trouve le nombre d'éléments

de Sn de ce type. Par le théoreme de Burnside, le produit scalaire de la
' ieme

ligne au bas d'un tableau avec la partie droite de la i ligne donne

toujours n!. Rappelons [3] que si T est une espéce quelconque, sa série

indicatrice des cycles, ZT’ est la série a une infinité de variables

.. définie par :

xl,.xz,.

x. 1 x, 2 X n
- P 2°...n
zT(xl, x2,...) = E 2 , FixT(O) d7 d, d

> = 1 1 n.t
n20 Zidi n 1 dl. 2 dz....n dn'

ol,dans la deuxieme somme,0 est une permutation quelconque de type

d1 d2 d

1 2 .., n nsur n et FixT(O) est le nombre de T-structures sur
{0,1,...,n—l] laissées fixes par 0. La série indicatrice des cycles de

chacune des espéces se lit donc facilement a partir des tableaux.

Dans ce qui suit, les remarques Ai), Bi) et Ci) se rapportent aux

tableaux A, B et C respectivement.



TABLEAU A
M(i) card rang dérivée atom . série indicatrice
n=0 E 1 1 0 1
0
n=1 X 1 1 E v/ x
o} 1
12 2
n=2 E, 1 1 X / 1 1
L2 2 2 2X 2 0
13 ll~ 21 3
n=3 E, 1 1 E, v/ 1 1 1
Cy 2 2 L, / 2 0 2
E3 3 2 E2 + L2 3 1 0
L3 6 6 3L2 6 0 0
nombre de permutations: 1 3 2

11



Remarques
Al) Les espéces L3+ 2E3 et C3+ 2E; ne sont évidemment pas isomorphes

A2)

(voir leur type a la figure 2), cependant elles ont la méme série

3
indicatrice des cycles, soit 4 x, t+ X, X, % 2 x,. Existe-t-il deux
3 1 172 3 3 :
espéces moléculaires non-isomorphes ayant méme série indicatrice?

1Ce—2-0—e2
2QTD 2P 1 —2-0——a2

L, + 2 E, C, +2 E,

FIGURE 2

Un isomorphisme possible entre CA et Ln—l est décrit par la figure

3 ot n=5,

R

FIGURE 3

12



A3)

A4)

AS)

n
Tout sous-groupe de Sn agit de fagon naturelle sur Ln= X en

+
permutant les facteurs. On peut donc définir 1'espéce En comme

1l'espeéce quotient Ln/An ou An est le groupe alterné de degré n.

Pour une espéce non-atomique, M=S*T, le calcul de la dérivée se

fait facilement grace & la bonne vieille formule: M'= S'-T + S:T'.

On peut aussi identifier le type de M' en enlevant du type de
M=Mn toutes les arétes (et boucles) d'indice n-1. Une troisiéme
facon de procéder est de trouver un isomorphisme explicite entre

M' et 1l'espéce correspondante apparaissant en cinquiéme colonne.

Soit $ 1'espéce permutation. Il est bien connu ([3]1, [81) que
$ et L sont équipotentes sans étre isomorphes. En falt ¥n, § est

somme de Py (nombre de partages de n) espéces moléculaires.

Plus précisement, il est facile de voir que la décomposition molécu-~

laire de $n est:

n
s =) TL E,oC
n i=1 di 1

= 15 . -
oti la somme s'étend sur les (dl’ d2""’dn)’ diZ 0 et Zidi— n.

13



TABLEAU B (n=4)

i M(ri1) card rang dériveée atom, 14
1 E, 1 1 E, v 1
2 Ei 2 2 E§ / 2
3 E,oE, 3 2 E; v 3
4 E; 4 2 E, + E; 4
5 E,'E, 6 3 ZE; 6
6 P4bi° 6 6 L, v 6
7 c, 6 3 L, v 6
8 X~C3 8 4 C3 + L3 8
9 L,E, | 12 7 ZE; + L3~ 12
10 E,oL, 12 8 2L, 4 12
11 L, 24 24 4L, 24

nombre de permutations: 1




B1)

B2)

15

Pour une espeéce obtenue par substitution, M=SoT, la formule de

dérivation en chaine est disponible,
M'= (S'eT) » T'

- bic - . < no - ~
L'espéce P est 1'espéce '"polygone a n cotés bicolorés'". Plus
précisément, nous disposons de deux couleurs (la premidre représentée

bic

par un trait gras et la seconde par un trait fin) et une P, -structure
sur U, |U|= n, est un polygone ayant U comme ensemble de sommets et
dont les arétes sont coloriées avec les deux couleurs de sorte que
deux arétes incidentes ne soient jamais de la méme couleur. Les
arétes grasses (de méme que les fines) forment donc un facteur linéaire

du graphe simple qu'est le polygone ([21, [71). En particulier,

bic
4

figure 10. Un isomorphisme entre (PA

P est l'espéce "carré bicoloré&" dont le type apparalt dans la

blc)' et L3 est décrit par la

figure 4.

*

O ol

FIGURE 4




TABLEAU C (n=5)

16

nombre de permutations:

-
1 M(:) card rang dérivée atom. 15 3. 2, L L 21~ 3 S
5
1 E 1 1 E, v 1 1 1 1 1 1 1
t E: -
2 E 2 2 E v 2 0 2 0 2 0 2
5 4
3 ) .
Eg 5 2 E, +E, 5 3 2 1 1 0 0
4
P5/22 6 2 c, v 6 0 0 2 2 0 1
5 X.E 10 4 E *
-E, , T XoEy 10 0 4 0 2 0 0
6 E, By 10 3 E,t E5F, 10 4 1 0 2 1 0
7 P 12 4 E,oL, v 12 0 0 0 4 0 ?
8 (T f i Y/ i [
X (rzonz) 15 ) Lol + 1, D 15 3 0 1 3 0 U
9 L,-E, 20 7 2F,+ L,E 20 6 2 0 0 0 0
W 10 . ] .
\r E2 03 20 5 X c3+ L2 E 20 2 2 0 0 2 Q
11 L] -
(L2 c3)/z2 20 6 X+Cyt Ejol Y 20 0 0 0 4 2 0
12 C, 24 8 L, Y 24 0 0 0 0 0 4
13 ‘E - « .
X'E,-E, 30 11 E, E2+2L2 E 30 6 0 0 2 0 0
14 x-PAbic 30 12 L+ Pabic 30 0 0 0 6 0o 0
- N
15 X c4 30 9 L, + c4 30 0 0 2 2 0 0
16 . . L C
L, C, 40 16 Lt 2X:Cq 40 0 4 0 0 0
17 . L4 0 0
Eyr Ly 60 33 L,* 3L2 E, 60 6 0 0 0
8 . 0 0
1 X (E20L2) 60 32 2L4+ E20L2 60 0 0 0 4
19 L 120 | 120 5L, 120 0 0 0 0 0 0
- 1 10 20 30 15 20 24




I1 est intéressant de noter que les especes Pzic et CA’ bien que

non-isomorphes, ont des dérivées toutes deux isomorphes a L3 (plus généra-

bic)| =L T ¢'). Ce dernier fait a &té& utilisé par

lement, on a (P2n = Lo 7n

G. Labelle pour démontrer une partie du trés joli théoreme A de [6] sur
1a non-unicité de la solution combinatoire d'un systeme différentiel dont

nous citons un cas particulier a la section 6.

Cl) L'espéce P5 est munie d'un automorphisme naturel involutif O
(figure 5) qui consiste a envoyer un cycle de longueur cing sur
u, IUI = 5, dans son complémentaire qui (accidentellement) est aussi

un cycle de longueur cinq sur U.

FIGURE 5

L'espeéce M§4) est PS/ZZ ol l'action de Z, est celle définie par O.
Une (PS/ZZ)—structure sur U, |U| = 5, peut également se définir
comme une 2-factorisation ([21,[71) du graphe complet K. Un isomor-

phisme possible entre (PS/ZZY et C4 est décrit par la figure 6.

) ri—lod

FIGURE 6
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C2) La remarque précédente nous montre que C4 est intégrable. Quelles
sont précisement les valeurs de n pour lesquelles Cn est intégrable?

Dans cette direction, on a le ré&sultat suivant:

Lemme

Si n+l=p est un nombre premier alors 1'espéce Cn est intégrable.

Preuve. Soit a une racine primitive modulo p. Le groupe multipli-

*
catif Zn+ est donc cyclique engendré par a. Considérons 1'automorphisme

1
. , - B . . ~ -
naturel © de 1l'espéce C ., défini en posant. 0(0)= Oodo;..od ol 0ECn+1[V]
et |V|= n + 1, '
n an .
On a 0 (0)= 0 = 0 et O induit donc une action naturelle de Z sur

Cn+l'
Soit T 1'espéce quotient C /Z alors T' = C_. En effet, voici un
n+l’ n n
isomorphisme naturel y: T' —> C  ~:pour |Uj= n et aeT'[U] = TLUu{*}Jy0n
pose

a a.2 an—l
Yylad = (%), o (¥), 0 (%),...,0 (*))

oll 06Cn+1[UU{*}] est un représentant quelconque de a.

Le lecteur peut facilement se convaincre que dans le cas particulier
ol n=4 et a=2 l'espece CS/Z4 ainsi construite est isomorphe a 1'esgpece
P5/Z2 de l'exemple précédent.

Remarque: Plus généralement, on montre ([41,012]) que si n + 1 = q est

une puilssance d'un nombre premier alors Cn est intégrable. En effet

1'espéce B(Fq,—)/H, ol Fq est le corps a q éléments et

18
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H = {ax t b|a,beF ,é#o} est le groupe des transformations affines de Fq’
q

admet Cn comme dérivée.

De plus, un calcul ad hoc de théorie des groupes [12] permet de démontrer

que 1l'espéce C. n'est pas intégrable.

5

———

C3) Un isomorphisme entre Pé et E2° L2 est décrit par la figure 7.

*
6
— ¢ ?
FICURE 7 FIGURE 8

C4) L'espéce L2'C3 est munie d'un automorphisme naturel involutif O

(11)

décrit par la figure 8., L'espece MS

. - 1
est (L2 C3)/Z2 ol 1l'action

de 22 est celle induite par O. Un isomorphisme possible entre (M;ll))'

(11)

et X-C3 + Ezo L2 est décrit par la figure 9. Notez que MS est une
espéce atomique dont la dérivée n'est méme pas moléculaire. (C'est

également le cas de Ezo L2 dont la dérivée est 2L3).

Z
1.
7

b

AU

B;*{iﬁ*H

‘e

o

FIGURE 9




5. Les types des especes moléculaires

La treés jolie figure 10, due a Hélene Décoste et Gilbert Labelle,
donne les types de toutes les especes moléculaires sur quatre points et
moins. La figure 11 décrit les types de Mgi) pour 1<i<7. On y volit

immédiatement, en enlevant les arétes numérotées quatre, les formules:

' = ¢ : | -
(Pg/2)) " = €y et P! = Eyo L,.

La figure 12 décrit les types de M;i) pour 8<i<12. Encore 1la, les
dérivées de ces cinq espéces (qui apparaissent dans le tableau C) se retrou-

vent par suppression des arétes indicées quatre.

Dans la figure 12, les types des trois especes, L2'E3, E2-C3 et
(LZ'CB)/ZZ, ont été sciemment dessinés sur deux paliers avec un effet.de
relief. Ainsi les trols épimorphismes d'espeéces, soient L2-E§———>> E2-E3,
E2'C3————>> E2-E3 et (L2-C3)/Zz-——>> E2’E3, obtenus dans chaque cas en
envoyant une structure dans son découpage sous-jacent, sont mis en évidence
(voir le type de E2'E3 3 la figure 11). Ces trois &pimorphismes sont des

genres de ''revétement a deux feuilles" au-dessus de E2-E3 dans la catégorle

des espéces. De méme pour X-(Ezo E2) qui est un revétement a 3 feuilles

de X-E4= E5

20
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n=0 ® E,-f n={0,1,...,n-1}

n=1 ¢ Emx /' :/Txglivosl\;ogﬁol-NA(o,n
n=2 1® E, ' o——o Ei-L,-X
s D e e tela: 0
= E;=C, XE,=E3 La=X°
1 3 2,3

1
CARRES

2 .
EyE,=L,0E, BiCOLORES : E{

FIGURE 10



FIGURE 11



h=5 (suite)




Remarque Il n'y a pas une fagon mécanique et canonique de tracer
le type d'une espéce. Par exemple, il n'est pas évident que les deux
multigraphes apparaissant dans la figure 13 représentent tous deux le

' B -
type de 1l'espeéce (L2 C3)/22.

FIGURE 13

Un critére important dans la facon de dessiner le type d'une espéce

(figuresl0, 11 et 12) a été la beauté de la figure.

Signalons qu'une &quipe d'informaticiens de 1'université de Montpellier
a mis sur pied un programme d'ordinateur, nommé CABRI, permettant de '"manipu-
ler", par exemple sur écran digital, la figure planaire représentant un
graphe [1] . Ce programme, s'il avait &té connu et accessible plus tot a

1'auteur luil aurait sauvé beaucoup d'heures de travail et de papier brouillon.
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6. Intégration des especes

En observant le tableau C, on constate qu'aucune espéce n'admet E4
comme dérivée. De plus l'espéce L3 admet deux intégrales non-isomorphes:
soit Pzic et CA' C'est dire que l'équation différentielle Y'=M, méme sous
la condition initiale Y[#1 = #, peut tout aussi bien admettre zéro que deux
solutions combinatoires. Gilbert Labelle [6] a plus généralement &tudié

les systémes différentiels dans la catégorie des espéces. I1 obtient en

particulier le résultat suivant:

Théoreéme La cardinalité de 1'ensemble des solutions non-isomorphes de
1'équation Y'=M, sous la condition initiale Y[@] = #, peut, suivant 1l'espece
M, 8tre 0, 1, 2,... ou A (la cardinalité de R), mais ne peut étre 3€o

(la cardinalité de N).

De plus, parmi les onze espéces moléculaires concentrées sur quatre
+ .
points, on observe que seules E,, EZ, CA’ E20 L, et L, sont "intégrables'.
+ s
On a fE4 = Eq, fEl. = E,, '(C4 = Pg/Z,, szo L, = Pg ethA = C,.
André Joyal [4] a récemment démontré que dans 1l'anneau de 7 = R(E) des espéces
(i.e la complétion du semi-anneau des classes d'isomorphie d'espé@ces) toute espéce
est intégrable. En d'autres mots, quelle que soit 1'espece F, il existe
deux especes S et T telles que F = (s-T)'. Il démontre 1'élégante formule:
(n)

- 1] - l‘ l.. — n L]
fF-ElF B, F'+ EgF" tot (GDUE R L
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Dans le tableau D, le lecteur trouvera une liste d'intégrales (les
plus simples trouvées parmi une multitude) pour chacune des especes
moléculaires sur les cardinalités s4. Lorsque 1'espéce n'est pas intégra-
ble, on y donne une intégrale virtuelle (i.e un élément de B qui n'est
pas une espéce) qui ne coincide que rarement avec celle canonique donnée
par la formule de Joyal. Notons que tout &lément T de R admet une

décomposition moléculaire unique

n
n
T= Z Tn :'Z‘ E cn,iMr(xi)

ol, contrairement & la section 2, les entiers - sont maintenant dans Z.
H

De plus, une conséquence du théoreme de Yeh [13], cité plus tot, est que

fi est un anneau factoriel.



1) (D)
Mn an

TABLEAU_D

i

1 Eo El

1 El E2

1 E2 E3

2 L2 C3

1 E3 E4

2 | c (virtuelle) X+C,-C, ou X-C.—p, ¢
3 3 3

3 E3 E20E2

v, ¢, our, '

1 E4 E5

2 | B Bg

3 li‘.?_oE2 (virtuelle) X-(E20E2)+ 2E5' - L2-E3 - 2E5

4 E, (virtuelle) E; — E

5 E,E, (virtuelle) E2-E3+ ES—E'

6 Pzic (virtuelle) X'PIZic Cs )

7 C, P,/ Z,

8 X'C3 (virtuelle) Mgll) — P

9 L2- E2 (virtuelle) L2' E3 + 214_‘.5 - 2E§

10 E20L2 P5

11 L4 C5
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7. Lien entre (pn)n>0 et (“n)nZO

Soit p et T le nombre d'espéces moléculaires et atomiques respec-
n on T e e —— St

tivement, concentrées sur la cardinalité n. Le tableau E donne les

premiers termes de ces deux suites.

TABLEAU E

|1 (1 |2 |4 |11 |19 |56 |96 (296 |554 |1593 3093 f_

m |0 |1 |1 |2 6 6 |27 |20 (130 |124 598 640

pS57 24

Les premiéres valeurs des Mo ont été citées @ la section 1.
Pour trouver les premiéres valeurs des T » on peut procéder comme
sult: & partir de la figure 10, on trouve facilement les espéces
atomiques sur quatre points ou moins. A partir de celles-ci, on
construit les espéces non-atomiques (il y en a 13) sur cinq points;
d'ou M= 6. Et ainsi de suite... Notez que la suite (ﬂn) n'apparait
pas dans le livre de N.J.A. Sloane [14] et qu'elle n'est pas monotone.
Le lien entre les deux suites se traduit par la formule suivante a

partir de laquelle il est également facile de calculer ﬂn (02n<11)

connalasant “n(0<n<]1).



1)

Remarque (G. Labelle)

n rl 1 7Tm
On a Z:lﬁt = ' (l—tm )
nz0 m=1

Preuve: Soithn et Pn les ensembles de types d'espéces moléculaires et

atomiques, respectivement, concentrées sur n points. Soit
n

.o dn) eN" tel que, L. id,=n. Si pour tout i, on choisit

(4., d {Zp1d,

1 "2
une combinaison avec répétitions de di éléments de Pi et que l'on
multiplie toutes ces espéces atomiques on obtient bien sir un
élément deM . Le théoréme de Yeh [15] (voir §6) implique que

les T €léments de Mn sont obtenus une et une seule fols par un

tel produit.

n
On a donc u_ = Z:II Ti{ o la somme s'étend sur les (d,, d,, ...,d)
n i-1 di 1 2 n

oud diZO,E id1=n . En effet, il est bien connu que le nombre de

combinaisons avec répétitions de j objets pris parmi k est donné

par {‘J‘} = k(ktl) ...  (kri=1) .
3t

Comme de plus on a (1—ti) * =Z: {"i}tid, la formule s'ensuit.

8. Espéces multisortes

Dans cette dernidre section, nous ne ferons qu'aborder 1'é&tude
des espéces A plusieurs sortes, du point de vue de leur décomposition

(moléculaire ou atomique) en espéces multisortes plus simples.



Soit T une espdce a k sortes, k2l. C'est-d-dire ([31,[8]) que T
assoclie 4 tout k-tuple, (Ul’ U2, cens Uk) d'ensembles finis, un ensem-

ble fini T [Ul, U . Uk] et 4 tout k-tuple (fl, £os vees fk) de

2’
bijections (fi: Ui—)Vi) une bijection
TLE, £y, ooy £ 10 T LU, Uy ooy U 1— TLV,, Vyy oeny V0

Si (nl, Ny, voes nk) € Nk est une multicardinalité alors

T(n n n) est 1'espéce d k sortes définie par
1» Dgs eees My

T e i =
. g - [Uy,...,0, 0 si ¥, |Ui| ng
(n veey D) 1 "2 Uk -
1 > Tk ¢ sinon.

Nous dirons que T est concentrée sur la multicardinalité

(nl, N nk) s1 T = Si (Ul’ U2, v Uk) est de

T .
(nl, ceey nk)

multicardinalité (nl, cees nk) on a alors une action de

SU1 X SU2 X ove X SUk sur T[Ul, cees Uk]. Plus spécifiquement, prenons

Ui=ni={0,1,...,ni—1} et représentons T par un "multigraphe" ayant k

sortes d'arétes.

En chaque sommet xeT[nl,nz,...nk], on place, pour tout 1<isk,

ni-l arétes d'indices (1,j), ISani_l, correspondant a l'action de la

transposition 8 de 0 et j dans la iieme sorte de points. Plus précisé-

ment l'aréte d'indice (i,j) joint le sommet x au sommet

T04d_, i ,..e,s, 14 e dd 100,
1 2 J jt+1 K

30



3)

Lorsque n = 1, pour une raison technique qui deviendra claire

i
plus tard, il est préférable de placer en x une boucle d'indice (1,0).

Le multigraphe obtenu, lorsqu'on oublie la nature de ces sommets,

s'appelle le type de l'espéce 3 k sortes T.

A titre d'exemple, la figure 14 donne le type de deux espéces

a deux sorteé sur la multicardinalité (3,3). Ce sont les espéces
alt ... . .
L3(X)-C3(Y) et C3’3 définies par:
L3(X) . C3-(Y)[U,V]=L3[U] X C3[V]
et c‘;lg [U,v] = {8eC [U+V] | 6(U) =V et 6(V)= U}

3.

ot |U| = 3 et |V|

L - CLY)

Figure 14,



Dans la figure 15, les mémes types sont redessinés en représentant les

arétes de la premidre (seconde) sorte par un trait gras (fin)

Figure 15

Connaissant le type de T, on trouve le type de 33—-T en enlevant toutes
i

les arétes d'indice (i, ni—l). S'il n'y a aucune aréte de la iieme

sorte (méme pas d'indice (4,0)) alors ni=0 et Sg—T est 1l'espéce vide.
i

Remarque: §1 A, AZ""’ Ak sont k espéces (@ une sorte) concentrées
respectivement sur les cardinalités Dy gy veey Oy alors 11
est facile de construire une espéce T @ k sortes, notée
Al(xl) . A2(X2). cee Ak(xk)’ sur la multicardinalité
(nl, Ny, eeey nk); i1 suffit de poser

T[U cees Uk] = Al[Ul] X A2[U2] XoooX Ak[Uk].

1) U2’
Le lecteur ne devrait surtout pas croire qu'on obtient ainsi
~ - alt ,
toutes les espéces a k sortes. Par exemple, C3 30 est pas
1

une telle espéce a deux sortes.

A partir des opérations de somme et de produit d'espéces a k
sortes, on définit de la fagon évidente les notions d'espéces molécu-

-~

laires et atomiques a4 k sortes.



Puisque les types d'espéces d k sortes sur la multicardinalité
(nl, ooy nk) correspondent aux types actions connexes du groupe
Sn X .- XSn (ou encore aux classes ae conjugalson de sous-groupes
de ce groupe), on sait qu'il n'y en a qﬁ'un nombre fini. Soit
ce nombre; de plus, soit w n le nombre

u
Mgy Moy eeey My Ny Doy eeey My
de celles quil sont primaires.

Remarque (G. Labelle 1984)

Trml, p
on a E " I e S 1
ny, n,, , my 172 Uk T 1- ™™ tmk
n m b1 &2 o

.?ﬁ n =(n1, n .,nk) et m =(m1, m ces mk) £ (0,0,...,0).

2)" 2)
Preuve: Le cas k=1 a été prouvé 4 la section 7. Le cas k>1 n'est

guére plus difficile. Cependant plutdt que de considérer un partage de
1'entier n,on doit maintenant parler d'un multipartage de la multicar-
n

dinalité (nl, n ). Un multipartage de (nl, cee, nk) étant

g cees My

une combinaison avec répétitions de multicardinalités dont la somme

terme a4 terme donne (nl, n n,). Le reste de la preuve est

g3 s My

laissé au lecteur.

L'auteur tiens 3 remercier Frangois Bergeron, Héléne Décoste,
André Joyal, Gilbert Labelle, Pierre Leroux et Volker Strehl, tous
membres du groupe de recherche combinatoire de 1'UQAM, et plus parti-
culiérement Frangois Bergeron et Gilbert labelle, ainsi que Steve

Schanuel et Yeong Nan Yeh, de 1'université de New York a Buffalo,

pour de nombreuses discussions fort instructives.
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