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230 NUMARUL MAXIM DE COLORARI ALE UNUI GRAF

Daci X este multimea virfurilor grafului @, orice colorare mini-
mald a lui @ are o clasii cave contine virful x §i 0 submultime a lui
XNABy, . - 548 o} Dar IXN\A®, 21y. - g} | = n—k §i deei numirul
partitiilor minimale ale lui X care contin in aceeasi clasid virful .z
impreund cu r virfuri din multimea XN\ (@, #j,...,%: ), unde

: n—k et N :
0 <r < n—Fk este majorat de( ) (k—1)""*"", tinind seama de ipo-
¥
teza inductiei. Intr-adevir, r virfuri pot fi alese din cele n—1I virfuri
. (n—k L ; s : s e
m( moduri diferite si numdrul maxim al partitiilor mini-
r

male ale unui graf G cu n—1—r virfuri i v(G@) = k—1 este egal cu
(B—1)""*"". Deci

”n-k 1k dr A
C(60) < Y (" "J (R e kb
r=U r

egalitatea avind lo¢ numai in cazil eind |y gy ..oy tste un
k-subgraf complet si virfurile ramase sint izolate. Deei am  demon-
strat prin inductie ¢i pentru orice graf @ cu n virfuri §i numaérul
cromatic egal cu k, O (G) < L*=* maximul fiind atins numai in cazul
cind @ este compus dintr-un k-subgraf complet i din n—k virfuri
izolate. S remaredm i acest graf este graful unic care are v(G) =k

. . RE ko i
si un namdr minim de ( J muchii.
9

CoROLAR. Numdrul maxim de colordri minimale ale unul graf
cu m virfuri este egal ew max ("77), wnde r este numdrul real care veri-
r=[x], {«}
fied ecuafia x(1 4 In x) = n.
futr-adevdar, numirul maxim al colorarilor minmmnle ale unui
graf cu n virfuri este egal cu max (k") si ecuatia (1 +1n x) =n
[ | i

d

se obtine egalind en zero derivata functiei #"°. Acest numir este
egal in acelagis timp cu numirul maxim de relatii de echivalentd
R*C R—X % X, avind un numir minim de clase, relatia R fiind
o relatic binari simotricd gi reflexivid iar |X | = n. Numirul maxim
de colordri minimale ale unui graf cu n virfuri cregte foarte repede
odatd cu u, aga cum rezultd din tabelul 15.1.

O (k + r)-colorare a unui graf G cun virfuri i numiral cromatic
egal cu k este o partitie a multimii virfurilor sale ecu k + r clase,
unde 1 << » < n — k, astfel incit doud virfuri care aparfin unei

aceleiagi clase wd nu fie legate printr-o muchie.

106(«1 TameSc« )In(’fw(}u(cefe o COMQ(W:.’{G(ECQ)[?}Q_ Ass 3o

A 3320

NUMARUL MAXIM DE COLORARI ALE UNUL GRAF 1
Tinind seama de exemplul 2, cap. 4, ~¢ DL (i

C(n, k,v) al (k -+ 7) - colordrilor unui graf compus di

graf complet §i din n — k virfuri izolate cste dat pentru
n-k N J’.

1< r < n — kdeexpresia C(n, k,7) = Y] (” ) S(p.r) A .
por 14

S(p, r) sint numerele lui Stirling. de speta a dowst.  Nut

N 4‘2 2‘ { Tabelul 14.1

n | max (' (6] ‘ 2 | mux ¢y i f
1 1 | 1021 Tg_.?
2 1 10 1 086 ‘2 (o)
3 2 11 16 081
! 4 13 A1
H 9 13 [00 6975
S 27 11 1953 120
| 7 51 15 10 0777 it
J 8 250 1 R o Bt
Clon, kyo, pentrn Bosil «r n— L verilied relafole di
urmatoare :
[Tl SR THER R e R R SV el o) [ & b

s
o g Lk
Gty e 1= ( J ((n 1 —q. A £
g0 q

Prima volitie de reenrentd se obtine plecind de la coloras

araf co tr-nn b subgraf complet §i din n — & — 11

late: o picares unui virf izolat, iar cea de-a doua ohting
plecindd e 1 coloririle unui graf format dintr-un (&

graf con pler 5 din 0 — k virfuri izolate prin adiugarea nuni now
virf care e leagda de toate virfurile (kB — 1) - subgratului= coify
deoarece in acest mod se obtin fird repefitii toate (k /) colo-

yarile, @l caror numédr l-am notat prin C(n, k7). In [216] se
streazii i1 imod analog en propozifia 1, tinind seama de (19.0). i
numarn! e al (B 4 7) - colordrilor unui graf G avind i
furi si nunaul cromatie egal cu k este egalcu C(n, k, r) pentru orice
L S0 k. iar singurul graf care are acest numdar masiy d
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PRINCIPIUL INCLUDERII 3I AL EXCLUDERII SI APLICATII 15

zitii iy, iy, ... , i pot fi alese din multimea celor n pozitii {n (| | mduri. deci’ deoarece cele p variabile de care functia g nu depinde efectiv pot fi alese din iniltimes

, celor k variabile in & moduri distincte .

| 1] ./

; U &l (:lt) g e (g) G — By b s e L Pacd E = F = {0, 1}, atuknci functiile g : E¥ — F sint functii booleene de 4 vari il
‘ si nu.mérul lor este egal cu 22 . Numirul functiilor booleene de k variabile cure depind

efectiv de toate variabilele se obtine din formula (3.9) In care facem m — n — 2

&=

li=1

. Numirul permutérilor de n obiecie fird puncte fixe se obtine acum s &sini din nu-

mirul tuturor permutirilor, egal cu nl, numéirul permutdrilor care admii wacar un ) ¥ K At Ky k-2
punct fix, deci , E(2 2 k=2 — (1] 2+ ()2 T — -1 (310
P(n) =n!— (’l') (=D o (1) (f)(n — B+ .. F (=0, Dacid o functie booleans g nu depinde efectiv de o variabild x;. exista o forma nor
t malé disjunctiva [138] care utilizeazia numai operatiile de disjunctic, conjunct
ceea ce se mai scrie gatie, formad care genercaza functia g si care nu confine variabila 1 e exemplu,
1 it 1 (—1)* (— " : pentru k = 2, E(2, 2, 2) = 10 s5i deci dintre cele 16 functii booleene de doud variabile
P(n)= ni (1 —_——t——-—— 4t . F—F ... F J - (3.8) 10 depind efectiv de toate variabilele.
1! i 31 k! n! Cele sase Tuncin booleene de doui variabile care nu depind efectiv de toate varialn

lele sint date in tabelul 3.1.

Numirul P(n) mai poate fi calculat prin recurenta tinind seama de relatiile P(1) = )
=0; P(n) =nP(n — 1) + (—1)". Numdirul permutdrilor de n oliecte cu p puncte Feubelul

fixe este deci egal cu (;) P (n — p), deoarece cele p puncte fixe pot ! #se In [z) [ [ 1 I

moduri si celelalte puncte nu mai sint fixe, deci la fiecare alegere a celor p punete fixe &1, | o gtry. Ta) ST glicy: o) "y

existd P (n—p) permutdri ale celor n—p obiecte rdmase fard puncte fixe >e ubserva |

ci in acest mod se obtin fird repetitii toate permutdrile cu p puncte fixe, de unde rezultd | |
3 |

expresia de mai inainte. 0 0 1 0 0 1 0
Exemplul 3. Determinareca numiarului funectiilor care de- v 1 0 1 1 1
pind efectiv de toate variabilele. Fie o funclie g: E¥—>F, unde E = 1 " ! 1 0 1 | 1 i
= fey b Bt 5B B =dfs a0 i}, adicd o functie g(x,, ..., 2x) de k wvariabile care 1 1 0 1 1 1 1 [
jau valori din multimea E, functia g luind valori in multimea F. Numirul acestor Tunc- petil sw i CF NS . Fa [
%~ 3 k
tii g este egal cu |F| o m" . Se spune ca functia ¢ nu depinde efectiv ~au esen- heriyies B b / 1 ‘
tial de variabila x;, dacd ea este constantd in componenta x;, adici fiind dat un sis-
tem oarecare de valori (rl. FFy T 1:;_1. Xy qiees x,r) € E*-', pentru orice x. f=E i i . —
existd relatia i T2 213y, Ty) i e T LT oy, 258 | £y ry
3 2 ; . : ¢ , . i |
gl i—l-”"xwl"-~’5"k)=§'(-’:1"'-7“'€—1’ Bz eoenZ) | i
Numarul functiilor care nu depind efectiv de g variabile (g < k) este egal cu numdrul LT 1 | i T 0 0 (
T i :
functiilor g: E*~9 — F, adici cu m" , deoarece funcliile respective sint constante in | wap | 'l' | ‘1) ‘ (1’ [1' 1 0 1
¢ dintre variabile si pot fi identificate cu functiile de k—gq variabile definite pe E*~7 cu R 1 P . ' ] 0 1 0 1
valori in F. : | 1 1 1 0"
Daca notdm } be————— —— e
A; = {g:E* - F| g nu depinde efectiv de variabila z;} d:g = x, Sy fg
si cu E (n, m, k) numdrul functiilor g: E¥ — F care depind efectiv de toate vanablele, Astfel functiile a si b sint functiile constante si nu depind nici de ¢y, nici
atunci cu formula lui Sylvester obtinem i functiile ¢ 5i d nu depind de x,, dar depind de r,, iar functiile ¢ si f nu depind e
E k i dar depind de =,. i
E(n, m, k) = m" — Z | Agl + Z [ PARL = et (=Y e EX(‘.III.]"IILI,[ 4 ne ’indicé-o aplicatie In teoria grafurilor. Fiind dat un graf finil neorier
: P 1cicigk o | LG = ()L.L) cu X mflltmllea virfurilor si [’ multimea muchiilor, un subgraf complet (.
: est'e o I'ﬂ.l.llll.rllc de virfuri ale grafului G eare sint legate In toate modurile posibile
Tinind seamd de definitia multimilor A;, deducem ; prin muchii din U7. Un subgraf complet cu k virfuri va fi numit un k-subgraf complel
ki = k ¥=1 ; Vom presupune in continuare ¢i 2 <_k<n, unde n este numarul virfurilor grafului
s, by =t (1) e + (2] m = + (=1 m, (3-9) Gradul unui virf x& X se noteazi d(x) si este egal prin definitie cu numdrul muchiilor

care au ca extremitate virlul x. Este clar ¢d dacd graful G nu contine k-subgrafuri
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8) Grupul putere H¢ unde G este un grup de permutdri ale
multimii X ecu (X | = n gi H este un grup de permutari ale multimii
Y cu |¥Y| = m, este un grup de permutiri ale multimii ¥* a funetii-
lor f:X — Y. Elementele sale sint perechi (g,h) cu ge@, he H care
actioneazd astfel : :

_ (g,h)f(x) = hfg(x).
Acest grup are ordinul |G||H| §i polinomul siu caracteristic este

- 1 il A h
P(HC; 2. .y Tpn) = ———— o
g o a2 1 !

heH

unde
migih) — TTE tra (e

si pentru k >1,
. 1 : :
hig,h) = w2 ¥ pryk)n(g"s ),
(P

unde p(r,k) este functia lui Mobius a laticei divizorilor, care va ti
prezentatd in capitolul urmétor.

Aplicagie. O functie booleana f(x,..... x,) de n variabile este o functie f: (0.1!"—
—{0.1}. Aceasldl funetie se poate realiza cu ajutorul unei scheme cu contacte. a cirei
conductibilitate sa fie chiar funclia booleana datd [138]. Efectuind permutari si negatit
ale literelor care corespund contactelor care apar intr-o schema optimi pentru funectia
JiE e e Fa)s AMICHS0 schemi care contine un numar minim de contacte, se vor obtine
tot scheme minime pentrn alte functii booleene care se obiin din functia datd prin aceleas!
lransformiri efectuate asupra variabilelor.

Se pune astfel problema clasificdrii functiilor booleene, a multipolilor etc. in raport

. . . WM s - .
cu grupul hiperoctaedric, care este produsul dintre grupul €5 al negatiilor variabileln?
si grupul S, al permutdrilor variabilelor. sau in raport cu subgrupuri ale acestui grup-
Grupul €, este mul{imea {0,1} cu operatia de adunare suma modulo 2, iar C%
=Gy Cy¥ ... x Cy. produsul fiind produsul direct al grupurilor definit mai inainte.
s

N -
n factori ]
Grupul hiperoctaedrie de n variabile, G, = {(i, 0)| i€C} 5i 6= 8,} care actioneaza ustfel
asupra umei functii booleene de n variabile :

(i (e 2 TR), = f(I;L,(U. ..... 1‘%‘1:;7:”"

unde i = (i, iy, .. .0} cu ;;€{0.1} pentru j =1, ..., n, iar 1L o e e ==l

Numirul de clase de echivalentd ale functiilor boolecne de n variabile, al caror
numar este egal cu 227, in raport cu grupul hiperoctaedric G, este dat in tabelul %.2.

m
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fn ultima coloani este trecut numdrul functiilor booleene degencrate de 3 ariabile,
unde E(2,2,n) se calculeazd cu BX05 -

Detalii asupra calculului indicatorului de cicluri al grupului Gy, ca si tabelul oblinut
de Laboratorn]l de Calcul al Universitatii din Harvard care contine pentru fiecars din
cele 402 tipuri de funciii booleene de patru variabile schema minimald corespunza
toare sint date in cartea lui M. Harrison [101]. Pentru n> 4 cresterea rapidd a numdirului
de tipuri de functii booleene in raport cu grupul G, face aceasti metoda a alciituirit de
cataloage pentru cite un reprezentant din fiecare clasi de echivalen{d inabordabild cu

mijloacele actuale.

f 22|

" Numirul de clase In raport cu Gy, o2h _.' )

1 3 4 |

2 6 16 6

3 22 2 256 38

4 402 65 536 942

5 1228 158 4 294 967 296 325 262

6 400 507 806 843 728 g S- 3 O

Studiul clasificarii functiilor booleene a fost fuigial de Do Slepian | 2
romaneasca de Leoria automatelor finite a obtinut rezultate numeroase pris
carea diferitelor cluse de functii booleene, a sistemelor de functii booleene si oo e
cu contacte si relee in raport cu grupul hiperoctaedric sau cu subgrupuri ale «
(P. Constantinescu [35]-[39], T. Gagpar [69]-[71], Gr. Moisil [136], . Popes
[163], S. Rudeanu [186], Al. Schiop [71], [183]).

9.4, NUMARAREA GRAFURILOR CU VIRFURI
NEETICHETATE

Orice grup G de permutiri ale mulfimii .X induce pe miltimea
perechilor {z,y} cu ¢,y X §i @5y ungrup de permutiri notat G
astfel : o permutare g=G definegte o permutare g a multimii perechi-
lor, astfelincit g{z,y} = {g(x), g(¥)} cu g(w) = g(v), deoarece g este
o aplicatie injectivd. Se aratd fird nici o dificultate ci aplicatia g
astfel definiti este o permutare a multimii perechilor (neordonate)
{z,y} cux =y si cd multimea G? ={glge@G} este un grup de per-
mutdri. .

Doui grafuri (X,U) si (X,V), cu U, respectiv V' multimile de
muchii, se numesc izomorfe dacd existi o bijectie g :X — X, adicd

9 — ¢ 88



