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ANALYSE COMBINATOIRE. — Sur les coefficients de U'inverse
de la série formelle  n!t. Note (*) de M. Lours Cowrer,

‘transmise par M. Maurice Parodi.

Le nombre f (n) de « types indécomposables d’ordre n » de la théorie des monoides
est, au signe prés, le coefficient de t* dansle développement de (2,0 n! £1)~'. Ondonne
ici diverses propriétés de ces nombres et plus particuliérement des g (n) = f.(n)/nl.

1. InTropucTion. — Il est rare, en Analyse combinatoire, qu’une
suite d’entiers ait pour fonction génératrice naturelle une série entiére
qui ne soit que « formelle », ¢ ‘est-a-dire de rayon de convergence nul.
Aussi nous parait-il intéressant, & cet égard, de donner quelques pro-
priétés nouvelles des suites f (n) et g (n) = f (n)/n ! introduites par M. André
Lentin dans son livre récent (‘). ,

Soit & (t) =Z,.,n!t" la série (formelle) .d’Euler (?), et

(1) E®)= (,) 1= ft,
envisagé par Gauss (°), et qui définira la suite f(n) qui nous préoccupe
ici. La récurrence

n—1

@ (@=n-F@-BlfE a2 (DH=1
k=1 )
résulte de s(t)E‘(t) =1. Ces coe ﬂlcients f(n) sont donc entiers, tels
que 1 =f(n) <n!, et pour g(n)=f(n)/n!, on a BAT et
7w g‘(n)zl—ziﬁﬂ i nx2  gM)=t.
e i (’k) '

2. FORMULE EXPLICITE ET CONGRUENCE. POUR LES f(n). — La récur-

rence (2) fournit pour premiéres valeurs : f(1) =1, f(2) =1, f(3)=3

f&) = 13 f(5)=T1, [(6) =461, f(7)=3447, f(8)= 29093,

£(9) = 273343, f(10) = 28 29325, f (11) = 319 98903, f (12) = 3927 43957,
f(13) — 52010 61455, f(14) = 7 39434 24413, f(15) = 112 35962 77863,
f(16) = 1817 67283 17413, f(17) = 31195 11448 28863,
f (18) = 5 66169 87748 48621, f(19) = 108 35586 44472 15063,
f(20) = 2181 09692 15577 83605. De méme, g (1) = 1, g (2) = 1/2,
@) = 12, g (4) = 13/(2°.3), g (5) = 7T4/(2*.3.5), |
g (6) = 461/(2*.3.5), g (7) = 383/(2'.5.7), g (8) = (47.619)/(27.3%.5.7).

Prorosttion A. — Les coefficients f(n) ont pour valeur exacte :

N ey Gyt »1(c‘+c’+ +c")! Cn

@ fm= ¥ =D e (L@ .. (nl),

C+ 20 4.+ =N
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et satisfont, pour tout nombre premier p, a la congruence

(5) - " fp+1=1 (modp).
La formule (4) résulte de '
Frmer=1=cO ' =1-01+CO-D) "= (DO,

LS - k1

Pour (5), les entiers A (n, k) définis par (¢ () — 1) =Z,su A (n, K) 1
satisfont &

‘ A(n,;‘c)=A(n—1,k—1)+.((n+k—l)lk).‘A(n-—li,k)

‘compte tenu de I’équation différentielle formelle

® 4} EDE@) =0 —De@—1
vérifiée par ¢ (t) Selon le module p premier, il s’ensuit

AQ@+1LO=A@k—1)+A(PKk quand 2=kzp—1,

ce qui conduit au résultat, aprés simplification de-proche en proche dans
I'égalité évidente f(p + 1) = T2} (— 1) A (p + 1, k).

3. UN DEVELOPPEMENT AsYMPTOTIQUE, — Il est connu que f(n)~vn!

[("), p. 140]. Plus précisément :

ProrositTion B. — Posant (n)i=n(n—1)...(n — k+ 1’), on a
le développement asymptotique _
™ , (O _gmn1-F ok
. - k>t

ois les coefficients Ay ont pour fonction génératrice

®  FO=1-SAt=(O=0+11t+210+..7%

/ 3 ’ kx1 A L

et valent donc |
@ K=f0OFE—Dfk—1) o k22 A=2

Avec (3), il vient

‘ Oéa(n>=1—y(n)ég(2)*‘

R T e e
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L v Ainsi, g(n) =1 — a(n), ot & (n) =0 (n'). Ceci étant, compte tenu
de a (1) = 0, « (2) = 1/2, on aura de méme pour n assez grand :
1 e bn ot n\—! 1/n\! o g n —1‘
a0 =300 (%) =(1) " +3(32) +§gmmg

+9(ﬂ—2)(ni2>_'+(1 —a(n _-1))<nil>_'.
=B

Oor ZigR (=20 @)*=0(n"), et a(n —1)=0(n—1).
En définitive done, «(n)=2n"" 4 O (n7), cest-a-dire A, = 2. Cette
méthode indirecte [(*), p. 134], peut se poursuivre indéfiniment, ce qui
garantit ’existence d’un développement asymptotique de la forme (7). Pour
établir (8), posons plutdt g (n) ~ Zis, ax/(n)w c’est-a-dire a, = 1, @k = — A«

pour k> 1. 1 vient, avec (3) pour (#),

k = . & ; k
. v 1 v -_— Y
w0 gm=Y (%)';4'0(:?—5)(’:)1 —éf(f')) ¥5 s _ZL(E_HT),

v=0 v=1

ol
n—k—12

| _ A=fEED S () , gn—k—1)
;

(k%l) —= *’Z:) -(n—lllé—l)'

() (e ko) = o(aw)

Par ailleurs,
k

e e

v v==0
k v—1
v kla wlie N L L ) (_1->
' = \epgk (et 2 0<nkﬂ> —\ga t(ﬂ)vé(v P)l?“; + 0 e
02/ =k .

- En reportant dans (10) ces résultats, il vient, vpar identification des
coefficients dé 1/(n),, v=>1: a = — fO) =20 —p)!a La rela-
tion (8), F =L &t = ¢?, résulte alors de - :

F=Yat=1 -—Zt"{f(v)—i-z‘(v —y-)»la‘,_}= 1 —_(1 = %)—(e —1)F.
, =" ‘

0 L=

Pour (9) enfin, on met (6) sous la forme e = (1 — et + 2D (),
dans laquelle on insére €' =F et et =1—Z,.,f(n)t" Ainsi,
| Qg

gW=1=3 "G, " @ @ @ it e
745 5752 _ 49775 _ 476994 5016069 +0(i>_ f—\l%‘(li:‘?—
(n)s ; (n)-, (ﬂ)g (,n)9 (n)lo ; n*t
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4. ESTIMATION DU RESTE DU DE\ELOPPEMENT PRECEDENT. — Définissons
¢ (n, k) par
p(n, k)

SFORY e
an. at =90 =1-Z @, ="y

Evidemment lim ¢ (n, k) = Ay, propriété qui s’améliore ainsi :
n =

Proposition C. — Avec les notations (7), (8), (11), on a l'encadrement :
Av=Zp(n k) <A +1 dés que n>=n(k), o n(1)=5, n(2)=7,

% (8) = A0 w({4) =12 :

Cela se prouve par récurrence sur n, n assez grand, la table des prenneres
valeurs de f(n) permettant de conclure.

5. DIFFERENCES sUCCESSIVES DES g (n). — La suite g (n) est totalement
monotone ¢« au- voisinage de 'infini » dans le sens suivant :

PROPOSITION- D. — Pour tout entier ¢ > 0 existe v (q) = 1 tel que
(—1*Agn)>0 si n>=v(g.
Plus précisément, v (1) = 2, v(2) =4, v(3) =6, v(4 =8, v(5) =10;
g (n) est donc croissante sur [2, 00) et concave sur [4, o0). :
~ En effet, (7) implique

=D, 2(=1rigl
A7 g (n) & ZAA"W—___ZIA*( 1)7 (n +»q)k+q.’(\_'}n(n +1)...(n+9q)

kx>t @

L’identité remarquable T, ., Ag(n) (n —I— 1)1t = (Z,., f(n) ") montre
que Ag (n) > 0 si n>=2. De méme, avec (11),

4 6 o(n + 2,3)

: i (n+1,3) p(n3)
B . T R D R,

(n+1) (m)s

5 o

donc A? g (n) < 0 si n> 29, grace a la proposition C. L’examen sur tables
des A?g (n) pour n -~ 28 permet alors de conclure.

(*) Séance du 11 septembre 1972,

(") pe BruwN, Asymplotic Methods in Analysis, North Holland, 1961.

(*) EuLER, Opera Omnia, 1 (XVI).

(®) Gauss, Werke, IIL

() LENTIN, Equations dans les monoides libres, Gauthier-Villars, Paris, 1972.
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