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GEOMITRIT, DES NOAMBRES, — Deny corollaires de la loi de réciprocilé du

polyedre rationnel. Note *) de M. Bucise Sumnanr, présentée par
M. René Garnier. m K # {'3(?‘3 /?é’g

Les dénombrants G, fo d'un polvedre Falionnel o A dimensions verifient une
mene relalion de récurrence lindaire. Larelation velative A ., par excmple, subsiste
si Pon deseend aux indices neégatifse en convenant que jo ( ) i Onoen
deduit quiune meéme fraction séndératrice donne les jooou des fy, suivant Guion la
développe Cnpulssances croissanbes ou décroissantes.
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s entiers posilifs o sont Jos dénomimatenrs des sommebs du polvedres
Lo degré du polyvoome gil) eslos, celur de [ estau plas s = 1.
On cn déduit Tacilement que 1y (el d,) veridient 4 relation de vécurrenee
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Theoniae o~ - Sorl Ty e /u'ru/l(// coracloristigne o un /n;/}/("r/r(’ rationnel
Je-dlimensionnel . La colation de récurrence [indaire s 7ijpy =0 corifice par

won denombrant [.osubsiste o Lon descend crr ndiees négalifs, en convenant
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Lo Toi de réciprociie 0 ] ) SR

Remargue. M osnthit done de compler Jio e onon /.oon Jm‘m\ fo== 1 par

cotvention: pou pnm\'uir caleuler par recuerenee ceulement Lol fa. s
ausst loul 6.

Tutoniwe 2. - Pour foul polyedre pationnel normal @l dimensions i
mcme /’/'zr('l[on g(ﬁz(;rulf‘[/(‘(' /'z;u/'u{'/ les [, ol les i, stvand (_/n’un effectue la

division par puissaiees crolssanles ow déerovssantes
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Les relations 20 el () & échangent éordemment, st Fon remplace 1 par 1|1

Démontrans ce théortme en supposant que =0y sorl. par exemple, de
deore

Ty = A Y RN
On adone, en tenant compte de g, aj, = bjw 24 ¢ju v =0
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N Y0 A Y PR SR O U
Par suite,
o AV b e e
Tl ol 01 ol |
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Le premicr terme de 1oy développd en puissanees de /!
l)/"'l'|( CoLe coeietent de 07 dans () est

,esl done bien
S age s by
.

de sorte que le second terme de IH0) est G et ainst (e suile.

[wemple. — TPour le gquadrilatdre (o, 0) (1, 0) /o, 1f3) {o, 1) fof Pon
peut simplifier Ta fraction généralrvice par 1 — ()
{ [ANNE / 11 . /1
— N Ja |)\ ol
(1 AN /") P Y ea, L
\ | e .
qui donne, en remplacant £ par 1/l v
: N =i TNt
(1 {71 AN P s

Pour 1o de 1 a o, pae exemple, Tane et Mantee de ces Tormules donnent bien

5——5 /v”_ e Ty ) . A 7. Do B .
comme le décomple direct des points entiers du quadvilatere vespechi-
verent ouverlt ou lTerme.
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DOoMAINES POLYEDRIOUES RECIPROOGES. — Soil un polyedre novima
L-dimensionnel, rationnel dans un vésean Gpo Répartissons arbitvaivement
<os faces (b — D=dimensionnelles encdenx catégorios, dites noires et blanches,
Considérons le domaine obtenn en supprimant du polyedee Termé les Taces
noives oL Pinterseetion () des cnsembles notes et blanes. S Fon supprime
ail contraire les Taces blanches el 3, on obtient le domaine réeiproque. 1
pavticulier, Te polvic

re ouvert et e polyédre ferme sonl des domaines
réCIproques.
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Los théoréemes | et 2 reomme Ia T e l'(w'||)|'m-i|('-‘» vostont orais St el f,

désignent les dénombrants do dewr domaines polyédrigues pationnels réci-

progues . i convenlion. oo alors [ vadeor dedutte de o foe o J
an moven de TR 00
Remargue. Sioun domaine lmly('rtlriqm‘ esl déling par un nombre
. . . . Al - Y -
queleoncue d"incguations de I Torme NN, bl NN B
. ad .

Jes tmes shrictes, les aulres farges, le domaine reciproque sToblient en v
Gehangeant les stgnes el Les dénombranls ., 7 des denx domaines
comptent alors e nombre de solultons du svsteme n|inl1h;m|,in‘n
=% .
\, oy X il \‘ 2\, %
Al p—

ol dusvstéme eéerproque.

() Scéance du o juitict 1967

(") Comples rendas. 2650 série AL gbzope ol

(*) On sail que jum) esloun polynome mixte, qui a pour pseudopdériode Tv plus pelil
commun mlliple m des «a,, ¢ est-a-dire

= bpnh by oqnh Ve 0.

ou les b sonl des expressions Lrigonomelrigques en i, de période m. Par suile, pour une

congruence no It b e (e entier)y Juoocel done 1 =(j) 0 sont deovrais polyvnomes en /.
soil Jo() et Pu(r). Gomme Py () stannule pour toule valeur de v telle que -l AN 0,
i sannule quel que soit 7. Lentier ne ¢lant arbilraire, on voil que ) o quel que

suil n. posilif. négalif ou nil.

Remarquons que du Tail que (1) subsiste si Fon descend aus mdices négalifs.on peul
deduire sans Lrop de peine la formule (7 de ma préeddants Note s b loi de réeiprocite (.
Formiule que javais cmpruntée a IPHpovici.

() Loceriture corvecle serait naturellement

mais il n’intervienl pas de valeur de [ odans la délermination de j, ou de i

() Jai e ceflel demontre dans ma Lhese (Sornn probléme de géomdlric diophantienne
lindaire. Journal fite dic reine und angetoandle Vthemalile, 226, propos. G0 que
st f(ny = (— i1 sapplique  quand iy el e conl respeetivenientles
denombrants du polytdre rationnel ouvert et du polyedre fermd, colie relation s“applique
encore quand ils désignent los (d¢nombrants de dens domaines polvédriques ralionnels
réciproques queleonques,

(1. roe e Broges. Strasbotrg, Bas-Rhin.d




