OM MYNTVAXLING

GUNNAR)BLOM och CARL-ERIK FROBERG
G

Inledning. En journalist vid en kvéllstidning ringde nyligen till univer-
sitetet 1 Lund och fragade pa hur minga sitt man kan vixla en tia.
I'érfattarna till denna artikel horde hiirom och 1éste problemet oberoende
av varandra, varvid den ene (med hjilp av papper och penna och diverse
approximationer) erholl virdet ca. 260 miljoner, medan den andre (med
hjilp av SMIL) erholl resultatet 266016628,

Problemet har formodligen stillts otaliga ganger forut och antagligen
iven 16sts manga ganger (ett exempel hirpa erbjuder Schuberts klassiska
Mathemalische Mussestunden, del I, 1:a uppl. 1897, flera f6lj. upplagor,
dir flera resultat ges liknande dem som &terges i var Tabell 2). T upp-
satsen skall vi limna en 6versikt 6ver vad som gar att dstadkomma med
enkla medel. T avd. 1 aterges kidnda resultat, medan avd. 2 och 3 torde
innchélla en del nya ting.

Till professor Selmer, som omsorgsfullt granskat manuskriptet och
framfort en rad vérdefulla synpunkter, riktar vi ett varmt tack.

1. Allminna resultat i exakt form.

1.1. Problemet. Lat oss beteckna myntenheterna med a,, a,, a5, ...
och det givna beloppet med n. Problemet dr att bestimma pa hur manga
olika siitt detta belopp kan vaxlas med hjilp av de m ligsta myntsorterna.
Det sokta antalet betecknar vi med D(m, n). Tydligen dr detta lika med
antalet icke-negativa heltalslosningar till ekvationen

(1) ' T+ Qo+ ... +a,,2, =N .

Med talteoretisk terminologi kan man siiga att D(m, n) ir antalet parti-
tioner av n i de givna delarna ay, a,, ..., a,. Sylvester inforde termen
denumerant for ett dylikt antal. Vi skall emellertid helt enkelt kalla
D(m, n) {6r antalet vixlingar.

Vi definierar D(m, 0)=1 (m=0,1,2,...) och D0,n)=0 (rn=1, 2,

3, ...). I D(m, n) inriknas det fall att ingen vixling dger rum. Enligt
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56 GUNNAR BLOM OCH CARL-ERIK FROBERG

denna konvention kan alltsi beloppet 1 ore vixlas i 1-Gringar pa ett
sitt, beloppet 2 6re vixlas i 1- och 2-6ringar pa tva sitt, osv. Vi siger
att myntsorterna dr multiplikative, om varje a,, dr en hel multipel av
a,,;- Myntsorterna 1, 2, 10, 50, 100 ar alltsd multiplikativa, daremot
inte 1, 2, 5, 10, 25, IStt specialfall av de multiplikativa myuntsorterna
utgor de bindra, dvs. 1, 2, 4, 8. 16, .. .

1.2. Genererande funktionen f6r D(m, n). Lat ¢,
funktionen for sviten D(m, n) (n=0.1.2,...), dvs.

() vara genererande

(pm(/) = )_; /)(HI. }[,) t” .
Man inser litt att

(2) Pl = (L=t =) oo (L — Ty

Problemet ar hirmed pi sitt och vis redan lost; man har bara att be-
vitckna koefficienten for (7 i detta uttryek och tar da D(m, »). Eller annor-
lunda uttryekt: det ir just detta problemet giller.

1.3. En rekursionsformel. Det forefaller naturligt att berikna D{m, 1)
rekursivt genom att borja med myntet «, och sedan ligga till en ny
myntsort i taget. Man kan dirvid anviinda den grundliggande rekur-
sionsformeln

D, n) = Dm—1, n)+ D — 1 n—a,)+Dim—1.n—"2a,)
(3)
+Dm =1 n—=3a, )+ ... (m=1.2.3...),

T

dir summationen fortsiitter si linge » —la,, ér positivt cller woll. Denne
formel foljer av uttrycket for ¢, () eller divekt pa foljande sitt. Om
beloppet 7 skall viixlas. kan myntet «,, tinkas ingd 0 ganger, 1 gang.
2 ganger, osv. Det dterstiende beloppet, dvs. resp. n.n—a,,. n—=20,. - -
skall sedan vitxlas 1 de Gvriga mynten ay. o, ..., @, vilket kan ske
pa resp. Don—1.n). Dim—1,n—a,). Dim—=1.n=2a,), ... sitt. Den
angivna proceduren blir tidsoédande, om den skall utforas for hand, men
kan naturligtvis utan svarighet genomféras med hjdlp av en snabb
siffermaskin. — Om speciellt n iiv en multipel av hogsta myntsorten @,

kan (3) skrivas
A.
(4) D(m, ka,) = N Dim—1,1a,) .

t=0

1.4. Explicita uttryck fér antalet vixlingar. Att ange ett expli(‘it‘
uttryck for D(m, ») 1 ay, @y, ..., a,, och n ir tyvirr inte mojligt utom !
speciella fall (vi bortser dérvid fran uttryck innehallande den generemndc
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O OMYNTVANLING 57
funktionen). Det allmannaste resultat man kinner
jande sats som bevisaces 1043 av Bell (2] men som nog varit atminstone
delvis bekant tidicare. Lat d,, vara den minsta gemensamma dividenden
tllay a,. o0 o Da giller fsljande:

Lden vigen ir f51-

Antalet virlingar oy belop et

(—') ro= /:‘l{]m i ";m (‘) Zoe < dm.)

i
= i

dr et polynom LI a grads g 0 — rirs kocfficienter beyor o g 1y, ..

e v g’m
7

oelie, anen F)oui i,

Viskriver detta polyvnom sa:

. - ok k k
(h) Do kd, 1) = “a ’_/Vlr\l> B <.’> B ”‘/'m»l(m— l>~

U v, =0 har man alltid ry=1. Under forntsittuing att o
vidare. som vi skall se | 2.3

J1n—1
- ’ZUL
Ll C,op = -
L it

1= 1 géller

”1/.’:' 7
Vi kallar (6) f6r £ 175 formel.

For att bestamma koefficienterna “o- Crev o0, har man atminstone
B mijligheter,

rekursionsfor-
drden pa sn. men metoden blir

MeTup 1. Polvnomet hirledes direkt med ledning av
el (30, Detta gar velativt lite fir sma v

'
"nr

vhanterlig tor storre 0.

FExEMPEL. Antag att o, =1. =20 ay=35 och £, =0, Vi <kall da -
rikna D03, 104,

it
Steg 1o Genom direkt rikning finner man genast (2, 2k)=F 1 och
22—y =g
Ntea 20 For =3 zer rekisionsformeln relationen
D3 1ok = [y, Poky =2, Lok —5)~ = D2 0y .

St steg 1 oblir detta bka medd

1

: 11_.,“_',/‘-_-_))+(,‘,,{-~4}_(3,{~—7); I LS A 1¢9<k)+10(.}:)-

Metop 2. Vinstra membram i {(6) beriknas numeriskt fir h=0,1, 2,

; w1 varefter koefficienterna fo- €1+ -+ -, €,py erhalles genom I6sning

Vet linedrt ekvationssvstem. Med en elektronisk siffermaskin till sttt
rfogande finner man. att metod 2 | allmanhet ar att foredraga.

= S
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Mest som kuriositet anfores i Tabell 1 och 2 nagra exakta resultat i
vart vanliga myntsystem. 1 Tabell 1 ges antalet viixlingar av alla mynt
upp till 10 kronor, varvid bor observeras att den identiska vixlingen dr
inrdknad.

Tabell 1.

Antal vixlingar i vanligt myntsystemn.

5 10 25 50 100 200 500 1000
5 407 23054 61985 5167237 266016629

[

Belopp
Vixhingar 2 4 11 65

1 Tabell 2 ges koefficienterna ¢; 1 Rells formel vid viixling av hela
multipler av myntsorterna. Aven hitr bor observeras, att den identiska
vixlingen i forckommande fall ir medriknad.

Tabell 2.

outticionter i Brres formel vid viixling 1 vanligt myntsystem.
(Med . ex. heteekningen 1-10 avses myntsorterma 1, 2, 5, 10.)

Myntsortev Belopp ¢y ¢ C, €y cy cy, Cy
1 IS 1
1-2 20 1 i
1-5 10/ 1 9 10
1-10 HYUA i 10 19 10
1-25 S04 1 05 2735 4825 2500
1-50 SO 1 4006 3140 7560 7325 2500
1-100 1004 1 3053 54077 213505 360580 277200 S0NND

Om beloppen inte ir hela multipler av k. modifieras koefficienterna.
Den hogsta koefficienten torbliv dock oforindrad. Vi ger tva exempel
hiavpi: Vid viixling av beloppen 50k +1 resp. 50 +2 1 myntsorterna
1=25 finmer man for ¢, - 6 viirdena 1. 426, 2803, 4875, 2500 resp.
2 453, 2880, 4025, 2500.

2. Allmiinna resultat i approximativ form.

2.1. Allmint. Det har férnt nimnts att man inte kinner nagra all-
minna explicita uttryck for D(m, n). Diiremot existerar det flera olik-
heter som har generell giltighet. Vi «kall hir ange endast nagra av de
enllaste resultaten av detta slag. Det ir alltsd ] tal om atb astadkomma
s& precisa olikheter som mojlict; di behdvs andra hjilpmedel &n dem soit
hir begagnas. — 1 hela avdelningen antages att den lagsta myntsorten &
ar 1, vilket inte ir nagon viisentlig inskrankning.

1 2.2 bevisas ett forberedande lemma. [ 2.3 bevisas en enkel men
tamligen grov olikhet, som sedan forbittras 1 2.4.
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2.2. Ett lemma. Vi skall bevisa ett lemma, som dr beslaktat med

Tuler—Maclauring summationsformel. Sdtt

fula)y = N —n)k

<

dar I ar ett positive helt tal och dir summationen fortsattes si linge

x—1r=0,

LEMMa. For cnrje 20 giller

- 2 L
‘ : < Jito) = Spo1 2 R

Brvrs. Vi \'i<;11' forst are oliklieten ar sann fir A=1, Sitt r—[r]=0,
dir alltsa 0 25 < 1. Antalet termer 1 fy(2) dv [x]+1=x+1-9, sa att

fila) ==+, +0 = Hae=dr+1-0) = blr+1)+40(l1-2).

Hirav inses att
b= 1) £ file) £ e 1) =L,

villiet visar att (») haller fér =1,
Vi antager nu att () dr sann {or L—1 (k> 1) och skall visa att den i
sa fall dar sann dven for Lo Sdte
pkel gk

B = hio -1 -5

O mian deriverar 1oaveeende pa 2 finner man liate

i) = Ly ().

Bitersom (8) antogs vara sann for A —1 Aar g, (0) 20 for alla 220, och
filjaktlicen g ()= 0 for alla x 2 0. Men g, (0)=0; alltsa dr g,(x) 20 for
alle »> 0. dvs. firata hilften av olikheten haller for k. Analogt bevisas

ait 5 . )
ph-l l'l‘ /‘.le—l

hdey =o——+—+ - —fil)y 29,
A S 3
=1 art aven andra halfeen av (8) v <ann
2.3, Olikhet A. Om m =1 gdller
1 pret 1 (nq}_‘;]m)m_1
() —- = Dimn.on) £
Oo—1)0 ayry o0y, (m—1! aa, ... a,
it 11:0 o=y och —1111:(1_"?_‘.1?(“"‘_ +a m fOI' mz3

¢ e b i S
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Bevis, Av lemmat i 2.2 foljer att for varje x=0 och k=1 giller

(%) LRI RS Sha

A+ 1 h+1

ty hogra membrum i olikheten (3) incehaller preeis de tre forsta ter-
merna av binomialutvecklingen for higra membrum 1 (Y).

Vi anviinder ett induktionsbevis. (A) haller for e =1, ty granserna bliv

da 1, och vi har ju D(1.n)=1. Olikheten haller diven for m=2, ty det

qr litt att se direkt — cller med hjilp av relcursionsformeln (3) — att
no o A, n+ds
< 2.on) = +1 = = .
( y (y y

cilket dr just vad olikheten utsdager.

Vi antager nu, att (A) i sanu for 22 och skall bevisa adt den da
hadler dven for m+ 1. Fnligt (3) giller
(10) D@+ 1wy = Dlns ny+ D(mn —t,, )+ D= 200, 0q)

Anvindes undre grinsen P () pitovarje term i hivgra membram erhadles

—\r‘ (” - l.”/lw ‘)H/ !

L Dine+ Vo) =
() ( ) (m— W layty oo

m

Tages x=n1[t, och b=m — | i forsta hitlften av olikhieten (9), tawr man

-1 -1 ; it o
n o, . " 1
N, -1 DI o ~ il o . )
po— (“ “’m . l) - ”m } L = - N
B ] [ " o, ey

" it

varay venom insittning i)

n'

D+ 1.0m)

)

\ .
My e o L

it
Undre grinsen (A) haller alltsa for m crsatt med e+ I sasom skulke
visas,
Pa motsvarande sitt hevisas att. om man i den Hrvre gransen i) tager
w=(n+ A )], och h=m—1.

n+ .l
N [T m-1 el N moos
e (” ! "l " ?”m ! 1) = M, ( — l)

3 { “m 1

ni—1

«) ’
Um tl -

) (n v, 5) _ Gt )™

" may,

varav ses att aven ovre grinsen i (A) halley f6v ersatt med m+ 1
Harmed ir (A) bevisad.
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lin viktig konsckvens av olikhet (A) ir att may for stora 2 har den
cnkla asymptotiska formeln
nin-1

2 Dim.n) ~ e
(12) ( ) (m—=1)tay, ...«

m

Denna kan anvandas {6r berikning av antalet vaxlingar sa snart 7 ir
tillrickliet stort i forhallande till myntsorterna a, = 1. Uy ... HUI
stort » hor vara kan litt bedémas genom berikning av stoxh(‘ten 4,,
olikhet (). Det framgar av olikheten att (12) kan begagnas. om 4, dr
tillriackligt litet i forhallande till ».

Exeyren: Antag att n=100 ke, viixlas i m‘\'nt av valorerna 1. 2. 5,
10, 25,50 och 100 6re. Man harm=7 och 4, =24+ 45+ 10+ ... + LO0) =
07 vilket dr litet 1 férhallande till » = IO(NI() ore. linligt fonnol (12) blir
mtalet vixlingar ungefir

100008
- = L0
6l2-5 .0 100

Slutligen skall det papekas att vi nu Jatt kan bevisa det i (7) angivna
uttryeket for hogsta kocefficienten i Bells formel (6). Av sistnimnda for-
mel foljer nimligen att. om u (och diirmed ocksa k) v stort 1 forhal-
lande till myntsorterna. sa giller

forr =1 ()Z o )m-[
I)(l')‘ 72) T 4 (lm~1'7/ - .
(m—1)! (m—1)!
Nattes det sista uttryeket lika ned uttrveket i hdera membrum av (L2).
kan man 16sa ut ¢,y och far darvid det i (7) givna uttrveket,

2.4. Olikhet B. Vi <kall nu forbittra den i foregacnde scktion bevisade
olikheten genom att hoja den undre grinsen. Det pris man maste hetala
hitrfér dv att den nva olikheten blir mer komplicerad.

Nt S, =1 och
‘ — NV e 1 g !
N = 2 G ) (ha) oo (Ba,) (1 £7 = m=2).
ditv snmman utstrickes fver 3=, <ry<...<rv, =m. Storheten S,
alltsi helt enkelt summan av alla ])mdnktel av talen lag. Yay, .. .. »._,am,

tagna ¢ stycken i sdnder. Vi noterar for senare bruk att man har rekur-
sionsformlerna

v

— § .
m=1,m-1 = 21 -2, s

1. 8 i
+.5; (l =1 =m-=2).

“3) l Sn_m»l = ‘\'0 o

|,\‘. = b, S

G -1 =1, m i,m

Storhieterna f; har samma betydelse som i foregaende sektion.

L g
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Om m =2 galler

1 m-2  pr-i-l 1 )’L+A m-1
(B) —— — ) —— S, SDm.n) s ——— s f”—)
Aylly - -« Uy izo (M—2— nt v My ..o, (M= !

Bevis. Lftersom den ovre griinsen ar densamma som i (A). behover vi
endast syssla med den undre. »

Vi ser latt att undre gransen haller for m = 2. Vi antager nu, att denna
grans haller for m och skall visa att den da haller &ven for m+ 1. Av
relursionsformeln (10) foljer

1 m—-2 S,

- L ~ . .

Don+1,n) = - N A N — i) T
(yly « oo Uiz (0 1=t

Tag nu x="n/t,, och L=m—1—11 forsta hitlften av olilkhieten (8), su

\? A m—1-1 — IS U
P (71 .}‘{m+1> =«

al e
erhilles » .>m it

TR I
J J \Nm,i 1

~ it -] n m—te 1 n woe -t nm- i 1 -
= Oy == - + 3 = - . -+ 5 pMmot
m—1 \ . 2\ (m—1jft, =2

net

Insittes detta i den dubbla summan ovan erhalles

1 M= pm= i
; N B
Don+1,n) = N o Sim
Uyfts oo (yyi 0 (n—1)!
1 m—2 yne i—1
- _ \NT O 1 N
+ — . | (2(’nnlni,m) .
Uptls «vv U1 i=o (ne—i—1)!

Frsitter man i andra termen med 7 — 1, slar ithop sununorna och dirvid
anvinder formlerna (13). e far man

1 ni—1 ﬂm—i
Dim+1,n) =~ > — ‘S[,wrl .
gy - oo Ay i=0 (m—1)!

Hirmed dr det bevisat att undre grinsen i (B) haller f6r m + 1, varmed

hela olikheten dr bevisad.

For att ge en uppfattning om med vilken noggrannhet man med olik-
het (BB) kan berikna antalet vixlingar aterger vii Tabell 3 nagra berdk-
ningar, som avser beloppet n = 1000 ore. \lan ser, att noggrannheten avta-
ger med vixande antal myntsorter. men att den ir ganska god, mojligen
med undantag av sista raden i tabellen. Vid givna myntsorter avtager
givetvis felet, nar n viixer, och olikheten (B) kan darfor anvindas f0r
ganska noggranna uppskattningar om 7 ar nagorlunda stort i forhal-
lande till myntsorterna.
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Tabell 3.

Antalet vaxlingar av 1000 6re beriknat med olikhet (BB).

Myntsorter Undre Lixakt Ovre Faktor
grans grins
. 1-5 5.025 5.040 5.045 10%
1-10 1.704 1.712 1.715 108
1-25 1.502 1.814 1.818 107
1-50 8.248 8.347 8.3938 107
1-100 1.844 1.905 1.936 107
1-200 2.344 2.608 2,704 108

4
t 3. Bindrt myntsystem.
‘ 3.1. Allmiint. Vi skall dgna Lela denna avdelning «t det bindra mynt-

1 systemet. Vit problem i att exakt bestimma antalet viixlingar av ett
. givet belopp i de bindra myntsorterna = 1, a,=2, .-+, a,=2m"

Detta kan ske paatniinstone £y it nimligen genom rekursiv berdkning

. och med Bells formdl.

L | - . . . .. .y . -

{ Vad det rekursiva perikningssittet betriffar kan vi som vanligt an-
. viinda den grandliggande rekursionsformeln (3). nny moijlighet finns
: & ge A g

emellertid nu, sagom framgar av foliande sats.
Sars, For caje helt tal p>1 galler pelacrsionsforineln
(14) D+ 1. 2p) =Dl + 1, 2p—2) = D(n, p) -

Vi har hiir som synes forutsatt att de belopp som forekommer i vinstra
membrum v jimna. Detta dr emellertid ingen inskrinkning, ty man
inser omedclbart. att ett udda Lelopp kan viixlas pa lika manga sttt
. som nirmast ligre jimna helopp, dvs. man har D(m, 2p+ 1y=D{m, 2p).

(Ett undantag fran denna regel finns dock; man har ju namligen
i D(o, 1)=0 men D0, 0y=1.)

Brvis. Satsen kan latt bevisas induktivt eller ocksa med hjilp av

genererande funktioner pa foljande sitt: Av (2) foljer att

Hirav inses att 1

v i

Jimfores koefficienterna for 20 1 bada membra, erhalles

‘ (15) Dim+1,2p) = D(m, 0)+ D(m, D+ ... +Dm, p) .

o

F

L) = {(1=n(1=1) LT ) = (=0 =t ... (12"}t
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Bildas differenserna mellan denna relation och den relation som erhalles
om p ersittes med p— I, far man den sokta rekursionsformeln (14). —
Det bor tilliggas att formel (15) givetvis ocksid har sitt intresse som
rekursionsformel pa grund av sin enkla uppbyggnad.

Som illustration anges i Tabell 4 antalet viixlingar (. n) av beloppet
» for nagra laga virden pa o och .
Tabell 4.

Antal vixlingar D20 av beloppet w i de bindra myntsorterna 12, 000, 207

" 0O 1 2,3 4.5 6.7 8.9 loobi 02003 415 16,17 18,19 20, 21

0 1 0 0 0 0 0 O 0 O 0 0 0
1 I i 1 1 | | | 1 1 1 s
2 11 2 3 4 o 6 7 N O 10 11
3 1 2 4 6 49 12 I6 20 25 30 36
4 [ 2 4 6 10 14 20 26 35 44 56
5 L1 2 4 t 10 14 20 26 36 46 6O

Aterstoden av denna avdelning skall vi huvudsakligen dguna at Bells
formel (6). som #r av sieskilt intresse 1 det bindra fallet. didrfor att
koefficienterna kan beritknas explicit. T éverensstiimmelse med (5) skri-
ver vi det belopp som skall viixlas:

— o= ” < - |
no= k-2t (<, <2 ).

n

I 3.2 behandlas fallet ¢, =0 ocli i 3.3 fallet ¢, 4 0. Avdelningen avslutas
med ett hevis for en identitet som anvindes 1 3.2.

3.2, Viixling av multipel av tvapotens. Antalet viixlingar av beloppet
Je2m=1 i bindra myat kan enligt v allmiinna beteckning skrivas
D(n. ke-2m=1), Det i bekviimt att nu infora den speciella beteckningen

" = Din. h-2m ).

P

.
ekursionsformeln (4) antager da formen
2

(16) Mo = N 100 -

b
Denna formel kan Litt anviindas [or divelkt beralkoning av antalet vax-
lingar. atminstone for sma virden pi . [ Tabell 5 ges nagra virden
piw,, 4. Ur tabellen avlises wg y=S145. vilket innebir att beloppet
3.26-1 - 06 Hre kan vixlas i myntsorterna 1. 20 4 S. 16 och 32 oOre pd
8148 olika sitt.



-

8 OM MYNTVAXLING 65
: ‘ Tabell 5.
Antal vixlingar u,, . av beloppet k271§ de biniira myntsorterna 1, 2, ..., om-1,
m \l 0 2 3 4
m U
1 1 .1 1 1
4 2 1 3 4 5
3 1 9 16 25
4 1 35 84 165
'\. 5 1 201 656 1625
i 6 1 p 1827 8148 25509
p Tabell 6.
1" Kocfficienter Cm. i1 BELLS formel (17).
! \ g 0 1 2 4 5 6
by L5TS ($
1 1 )
L8 1 1 ‘
{ 3 1 : 2
| 4 1 9 16 8
{ 5 1 35 130 160 64
6 1 201 1424 3272 3072 1024
7 1 1827 23682 91010 151104 114688 32768
’ Vi anvitnder nu Bells formel (6) och skriver
mo-1 /
O ( IT) um, L= .L' ('//1, [ ( : ) .
+} =0 !

Koetficienterna ¢, . Aterges | Tabell 6 for laga vitvden pa m.
m, i =
Viskall nu visa hur man kan berikna en godtyeklig rad i Tabell 6

B} 9
. A . 2n ) °n
ur ndirmast féregaende. Lat gof vara p:te differensen av tulen( -~ ,
¥ J J

2n+2 20+ 4 . .
| ( 4 > ( o ) coe ddr modr cott godtyckligt helt tal. Om 2n <,
] ] J '

H :

i iy ./ 2n e .

i definierar vi ( : ) =0. Vi inf6r dven beteckningen

J
./ 2n
(18) a;; = A‘*( . ) )

I J /n-1

! ity imdexbeteckningen avser att 2 skall sattas lika med 1 efter differens-

i bilduingen, (Vi skall senare diskutera hur storheterna a; ; kan beriknas
- hiineriskt.) Man har da filjunde sats:

¢ NaTs, Fér m =1 giller relursionsformeln
v,; 27

' Y

i () Cn-r,e = Ya; e, 5.

; J=1-1

1 SMT, Heite 1, 1062, — 5
. Q
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Bevis. Tusitter man Bells formel (17) i bada membra av (16) och er-
sitter m med m + 1 far man

m I k. m-1 2 m—1 k /o
— L - — T, m,j S

=0 =0 7=0 /= () i=0

Vi far alltsd relationen

s k
Cm+1,0+cm+l,1 (1) +.o. +Cm 1, m ( )

in
i v (2 v 2
= (k+1)ec, o+¢ ( )+...+(‘ L - .
( ) ", 0 m, 11‘_6 1 e, 0 IL:__(J ))L—l
Om specicllt k=0 erhilles
C’m+1,0 - Cm,O .
Vi fortsitter och sitter I'=1,2, ... w samt bildar diffcrensen mellan

varje ekvation och nirmast foregicnde. Detta ger f6ljande ckvations-
system 1 de obekanta storheterna ¢, 14 1 -5 Cpr i

) 9
Cuit,1 = Cmyo T ( 1 ) Cp1 T ()) Cm, 2

m- m—1
(lm+l,1 + ( 1 ) Cm—i—l,2+ St (IN . 1> Cm +1, m

2in 2t
("m,O+ 1 Cm,l+ St ')/)L Cm,im .

Man loser dettn system enklast genom att upprepade ganger bilda
differensen mellan varje ckvation och nirmast foregiende och dirvid

" n—1 n—1
y YR S A
Koefficienten c,,,; 1 far man som synes direkt ur {orsta elkvationei ovan;

efter den forsta ditferensbild ningen far man ¢, ,, efter den andra
Coniy 3 0SV. Hirav inser man, att allméint

D) P b}

n N zn

— — -1 -1

Cm+1,i - m 0 Al < 0 ) +Cm 1 AI ( l > + ... m,‘ZL AL ()L>
n=1 n=1 - n

=N o . . . sl
Eftersom A%~ 1( ):O s snart j<i—2, inses att i hogra membrum

utnyttja relationen

termerna med €y, g, - - s Cm, -z faller bort. Dirmed dr satsen bevisad.



(20) Upin,j4y = 2(’5,;+"z‘,;'—1 (¢ 2

l (18), skall beriknag numeriskt. Det finns florg méjligheter:
!
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Det aterstir nu att diskutera hur talen a;,;, definierade gy formel

1) ¥ormel (18) anviindes direkt,
2) Talen beriknas relursivt med ledning av reky rsionsformeln

0.7 20, ay,=1).

Denna forme] bevisas litt av

s < () a5 oy
o J+1 n=1 7+1 ]+] n=1
) 2041 20+ 1 2n , 2n4+1 2n
ST G- () () ()
o J+1 J+1)] ., J J s
fi ]_) 2n 2n .,
A r() >+ (“}._l)}n=‘~ it .

Il

Il

3) Foljande explicita formel begagnas:

i o 1—1 o
< L= L 2R . RERSEN
) a; ; (j_z) +(,'/—c+l)

. Denna fornel kap man Litt bevisa med hjilp av (20). Den kan ockss,

L erl

iillas sisom et specialfall av en identitet, som har ett visst sjilv-

i stindigt intresse och som dirfor skall diskuteras separat i 3.4,

Vi aterger slutligen i Tabell 7 talen «, ; for nigra liga virden Pa 4

‘och j. Man kan litt vid behov utvidga tabellen med bjilp av (20) eller
(21) och har sedan mojlighet att via (17) och (19) beritkna antalet vix-

Otk 8 1O b~

P

3.3. Viixling av belopp som ej #r multipel av tvapotens. Vi skall
M utvidga diskussionen ay Bells formel j foregiende avsnitt i1l det
fall

Llrmehl lyder da

lingay: i 100 varje givet vinde pim och f.

Tabell 7. |
Koefficienter @iy 1 rekursionsforneln (19). IA
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 2 5 4 1 0 0 0 0 0 0 e
0 0 4 12 15 6 1 0 0 0 0 |
0 0 0 8 28 33 25 8 1 0 0 |
0 0 0 0 16 64 104 88 41 10 1 i
i

et, att det belopp som skall viixlas icke iir en multipel av en tvapotens.




68 GUNNAR BLOM OCH CARL-ERIK FROBERG

m—1 ]v"
(22) D(m’ k- zm—l + Cm) = ,S cm,i ('L ) ’
7=0

diir 0 <e,, < 2™, Vi papekar att ett udda viirde pa e, ger samma antal
viixlingar som niarmast ligre jimna viirde, varfor vi kan antaga, att e,
ar jamnt. Betriffande koefficienterna ¢, ; giller foljande:

Tor m =2 har vi beloppet 2k, vilket representeras genom ¢, ¢=0,,1= L.
Tor m =3 tar vi tvi fall: 4l resp. 4k +2, vilka &r hestiimda genom ¢y =1,
C3,1="5: C3,0=2 YOSP. (50~ 2, Cy31=% C32=2. Allméant hetraktar vi
Leom-1ye for tvi konsckutiva viirden pa m och stiller upp schemata
tor koefficienterna ¢, ; radvis for successiva e, -viirden, vilka enligh vad
som forut sagts sammanfirts parvis. Bildar vi nu differenserna mellan
konsckutiva rader i ctt sidant schema, aterfar vi niarmast foregiende
schema, varvid forsta raden kommer i enkel och alla de andra raderna i
dubbel upplaga. Nu dir ju férsta raden i ett godtyckligt schema kind
enligt foregiende utredning (Tabell 6), och dirmed kan vi successivt
bilda samtliga sidana schemata. Vi illustrerar detta i Tabell 8, 1 villken
vi for fullstandighets skull dven medtagit udda e, -viivden samb fallet
e,,=0.

For att bevisa de pastaenden som hir gjorts rérvande koefficienterna
€, ¢ har man cudast att tilliimpa den sats som bevisades i 3.1. De angivna

relationcrna mellan koetficientraderna i Tabell 8 dr som man latt ser en
omedelbar foljd av den 1 satsen angivna relursionsformeln (14).

Tabell 8.

LK ocfficienter ¢y, 3 1 BELLS formel (22).

m Belopp em Cm,0 Cm., 1 Cmn, 2 Cm,3 Cm, 4

2 2k e, 0,1 1 1

3 4ic4-eq 0,1 1 3 2
2.3 2 4 2

4 8k e, 0,1 1 9 16 8
23 2 18 8
4,5 4 16 20 8
6,7 6 20 23 8

5 16k +e5 0,1 1 35 130 160 64
2,3 2 44 146 168 64
4,5 4 56 164 176 G4
6,7 6 68 182 184 64
8,9 10 84 202 192 64
10, 11 14 100 222 200 64
12, 13 20 120 244 208 64

14, 15 26 140 266 216 64
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isa f6ljande

%

3.4. En identitet. Vi skall bey

A SATS.
' 21\ Sl rdnm—y n
By r — )7 2(rn~p) ~
L (23) A(S/ ( )(1})2 .

[ smo \S—7— 4y
]
i -
L Bevis. Vi sitter "+ n—v=1I och antar satsen riktig t. 0. m. y—~ 1, S4-
0 ledes ar o
L, Ar—l(‘)““) _ ”\,( A;]) (7z+1) stk s
8 smo \s =1 r
; Hivav féljor
{ A},(L’)z) — g /_l(.—)nj ] _ Ar_lj(;’n + 2) B (Bn
' 8 5 /] s s
i yLp . . 1kl \ ”
B '\7( ] )(/14,- )22,\,4_ {’,( A )( n )22/‘,_‘\,, _ \,< k APV
o \s—k v s =L\ =1 To\s—4/\» ’

vilket &1 ekvation (23).
Dirmed aterstir endast att

visaoatt (23) giller for r=0, dvs. att,

9 » o

_ (21) Y - n S
‘ s o \S—nd/\,

cl\jiitt

Pley = (1 +2x0)" + (71) (14 20y g2 4 (73) (T4 2x)e=2p0 4 o .

Kocofficienten for a20-s

1 denna utveckling dr tydligen lika med
D2 -»s] n D P n—1 n D1 n-—2 n
‘v ) [("'_"){ ) (S—nT‘] )" s—n+2)\2)

villket div lika nied higra membriom ay (24).

A andra sidan iy Plx)=
0+ 20) Tatt=(142) ocl koeffic

ienten for 224-¢ | donpa utveckling

& . 2 § e

ar lika med ( ),varmod (24) och foljakt]
s

Mun erhaller formel (
samt op =1,

igen dven (23) ap bevisad.

21) 1 3.2 genom att ; (23) siitta r=1—1 sg=4
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SUMMARY IN ENGLISH

C. L. Gooske: Oddvar Bjorgum in memoriam. (Norwegian.)
An orbituary on professor Oddvar Bjergum, February 7, 1916 — December 22,
1061.

A. ScHINZEL: On the composite integers of the form c(ak+b)!+1.
(Iinglish.)

The author raises the problem whether there exist infinitely many composite
integers of the form e(ak +0)! + 1. An affirmative answer in many cases when ¢ =1
follows immediately from Wilson’s theorem; other cases arc answered in the Theo-
rem p. 8.

Torgin HriepE and Hans JorceEN HEeLMS: Set theory and transfinite
cardinal numbers, I. (Danish.)

In part I of this expository article, elementary (naive) set theory is introduced
and treated up to and including the theorem of well-ordering.

Heree TVERBERG: On a combinatorial problem. (Norwegian.)

The following result was first proved by Philip Hall: We want to select n dif-
ferent representatives, one from ecach of n non-empty scts. This is possible if and
only if every union of k of the n sets contains at least k elements.

In the present paper, a simple proof is given of Hall’s theorem. Instead of the
systematic selection of representatives used in most proofs, clements are now re-
moved from the sets until a system of representatives is left.

GuxnNarR Brom and Carrn-Erirk FROBERG: On money changing. (Swed-
ish.)

Let D(m, n) be the number of ways in which a given amount of money n can
be changed by means of m given species of coins a, a,, ..., &yn. The paper con-
tains & survey of various methods by which D(m, n) can be calculated.

In Part 1, an account is given of general and exact results concerning D(m, n),
including Bell’s formula (6) p. 57. In Part 2, proofs are given of two inequalities
(A) and (B) pp. 59 and 62, which are possibly new. Part 3 is devoted to a de-
tailed examination of the binary coin system a;=1, a,=2, ..., ap=27""1 1t is
proved in 3.2 and 3.3 that, in this special case, the coefficients of Bell’s formula
can be calculated explicitly by means of simple recurrence relations.
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