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W. Merssxer: Teilbarkeit von 27 —2 durch p*. 663

{Tber die Teilbarkeit von 2°—2 durch das Quadrat
der Primzahl p =1093.

-

Von WarLpEmar MEISSNER.

(Vorgelegt von Hrn. Frosenivs.)

VV enn der Fermatschen Gleichung
(1.) x? + y? + 2P = 0
drei ganze Zahlen genitigen, von denen keine durch die ungerade Prim-

zahl p teilbar ist, so muB}, wie Hr. Wierericn (CrELLES Journ. Bd. 136)
gezeigt hat,

(2.) or-1=1 (mod p?)
sein, und wie Hr. Mirmaxorr (ebenda Bd. 139) bewiesen hat, auch
(3.) 3p-l= . (mod p?)

sein. Die wahre Quelle dieser Ergebnisse hat Hr. FurrwixerLer auf-
gedeckt, indem er (Wiener Sitzungsber. Bd. 127) aus dem EISENSTEIN-
schen Reziprozititsgesetze den Satz abgeleitet hat:

Sind x,y,z drei ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, zwischen
denen die Fermarsche Gleichung besteht, so ist

(4.) re-l=1] (mod p?)
fiir jeden Faktor r von x, falls x nicht durch p teilbar ist, und fir jeden

Faktor r von x*-vy* falls «*—-y* nicht durch p teilbar ist.
Gehort » (mod p) zum Exponenten ¢, so ist

(5.) rp-t 1= £ ; - (rt =1) (mod p?),

und daher ist die Kongruenz
(6.) ri=1 (mod p?) .
mit der Kongruenz (4.) gleichbedeutend.
Aper hatte (Crerres Journ. Bd. 3, S. 212) die Frage aufgeworfen,

ob tiberhaupt, wenn p eine Primzahl ist, und 7 zwischen 1 und p liegt,
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r?~* =1 durch p* teilbar sein kann. Jacosr hat (ebenda S. 307) mehrere
Fille dieser Art angegeben, z. B. die Kongruenz

{7.) 3v=1 (mod 112).

Fir die Basis 7 = 2 war es aber bisher nicht gelungen, eine ent-
sprechende Primzahl p zu finden trotz des lebhaften Interesses, das
gerade der Wirrericasche Satz fiir diese Frage erweckt hat. .

Hr. Cussveran hat (Quart. Journ. of Math. vol. 37, p. 122) fir alle
Primzahlen und Primzahlpotenzen p* < 10000 die Exponenten ¢ bestimmt,
zu denen die Zahl 2 (mod p*) gehért. Ich selbst habe fir alle Prim-
zablen p < 2000 die kleinsten positiven Reste A von

20 —1
, P
berechnet, und zwar die fiir p <1000 schon im Jahre 1g1o0.

Hr. Grawe in Kiew hat vor kurzem in russischer Sprache einen
elementaren Abrif3 der Zahlentheorie herausgegeben. In einer der an-
gehéngten Tabellen gibt er fiir alle Primzahlen p < 1000 die Reste! von

2711
P
Wie er S. 315 sagt, glaubt er beweisen zu koénnen, da die WisrericH-
sche Kongruenz (2.) iiberhaupt nicht moglich ist. Hitte er seine Ta-
belle nur noch auf das néchste Hundert ausgedehnt, so hitte er ge-
funden, daB die Primzahl

(8.) p = 1093

der Kongruenz (2.) genitigt. Sie ist die einzige Primzahl dieser Art
unter 2000.
Die Zahl 2 gehért (mod p) zum Exponenten

1

(mod p)

= W(p) (mod p).

(9.) t= o (p-1 =364 = 4-7-13.
Da aber

.._.37—-1 “17__..1_*_6)
(10, gy ¥=lia

ist, so kann fir p das Kriterium von Mirmmanorr herangezogen werden.
Damit sich jeder miihelos von der Richtigkeit der Behauptung
iberzeugen kann, teile ich eine Verifikation der von mir entdeckten

Kongruenz

(11.) S

Il

(mod 10932?)

! In der Tabelle fehlt p = 193. Die richtigen Werte sind fiir

= 37 193 797 863 881
Wip)y= 1 104 336 204 293.
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mit, die, auf Kunstgriffen des Hrn. CuxnineEaM beruhend, mir von
anderer Seite angegeben worden ist. Genauer ist tibrigens
(rz.) 2% = 1-202p? (mod p3).
Setzt man
(13.) w = 33 + 2i,

so 1st
p = 33"+ 2% = p(p—41) = — dip,

nimlich (mod w?), wie hier stets zu erginzen ist. Nun ist
95 = (p—2t)—1, 2¥ =-(2¢+1)*+32¢+1)>u = 11+ 2¢+3(—3 + 49,
321 = 33 4 64 + (— 27 + 36i)p = 4i + 2(—13 + 1849,
oder weil —13 + 187/ =20(1 + ¢) (mod u) ist,

3-28 =i+10(1+4)p.
Genauer ist

(14.) 3.2 = 4410 (1+¢)u+ (22 — 31)p2.
Erhebt man jene Kongruenz auf die 14. Potenz, so erh&lt man
314.218 = ¥ + 1448 10 (1 + ¢)pp = — 1+ 1402 (1 + ¢)p.
Nun ist
140 = 4(pu—22) + 8 = 8(1 —7) (mod u), p = — 4ip (mod p?),
3" =1+ 2p, g =1 + 4p (mod p?),
und mithin '
31.2182 = 1 4 16ip = —1—4p = — 31,
also
(15.) 2188 = 1, 2364 = 1 (mod p?).

Aus (14.) ergibt sich genauer
(16.) 2152;——_—1+(7—i)p25—1+101p2 (mod u3).

Will man die komplexen GroBen vermeiden, so entwickle man in &hn-

licher Art die Kongruenz
1

(x7.) 8% 928 - 14 —155p (mod p?)
2

und erhebe sie auf die siebente Potenz.
Zum SchluB gebe ich die Tabelle fiir die kleinsten positiven
Reste von
2¢—1
P
- fiir alle Primzahlen p < 2000, und nach dem Vorgange des Hrn. Cun-
NiNGEAM die (von mir selbstindig berechneten) Werte von

p—1

=X (mod p)

T

?

¢
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so dall nach (3.
. Bl
W=-—" =1
])
ist. Jeder Wert von 2 ist auf zwei verschiedenen, voneinander un-
abhéngigen Wegen berechnet.

A1917 (\tau),
A2323 (\lambda)

P T “ > P T L‘ P § 4 [ T l 2 ) ‘ T ‘ 3
sl 11 i1l f 148 a21 ] 1! 353 673 | 14 | o
5 10 3 91 2 ‘ 25 3110 | 20 T, 3y
¥ 2 1 u3 2 52 3B 6 | 105 83 31 677
ml 1 s 97 [ 1| 17 89 | 6| 220 91 ' 3¢ 280
13 : 3 9 ¢ 2 167 43 1 141 701 1 315
170 2 1| o] o 49| 21 34 091 1| 440
19 1 3 25, 6 | 143 57 6 | 271 19 2, 0695
23 2 20 27 1 0 201 61! 1 417 27 6 573
290 1 1 20, 3| W 63, 2| 75 831 3 ; 164
31,6 1 33 3 | 30 67 1 | 129 34 3 254

1 !

87 1 1 39: 2 I3 791 o | 1o 435 9 20
41 2 32 41| 10 | 207 §7| 2 2% 511 2 ¢ 666
43 . 8 1 37 511 5 200 910 1 . 35 3y 62
47 2] 22 57 | 16 | 255 99 | 3 1 243 611 2 | 201
33 1 36 63 2§ 64 503 2 25U 69 2 612
590 18 6 1 f 260 ool 11 318 730 11 18
61 1 35 1, 2 | 190 21 i 2 | 321 37 1 Sug
67 1 10 771 3! 208 23 1 1 ¢ 405 97+ 1 | 33
1] 2 1 81 ’ 4 159 a1, 191 80U 2 116
3.8 : $3003 2w 471 2% 11, 3 481

| | |

0.2 4y 93 1 78 :,71 1 ‘ 226 21 1 78
831 48 3071 3| s 63 1 11 140 25 2 23
S S 25 11 2 243 69 2 . 0 25 1 154
971 9! 77 13 21 60 711 51 2% o0l 1 625

101§ 1 92 i, 1| I T4 RS 39002 146
08 2l 81 31 11 | 133 s71 1! 303 531 1 ¢ 642
071 13 37 16 | 157 93 4, 271 57 | 2 3
93 93 470 1 140 9 ' 2 7 50 11 27
131 4 4 491 1 [ 325 601 | 24 | 539 63 2, 102
97 . 18 1 531 1 304 071 9 | 162 T 384

| | !

31 1 ‘ i 59 . 2 ‘ 20 13 1] 20 s1' 16 ¢ 624
371 21 9 67| 21 35 17 | 4 | 567 ss! 1! 303
31 1. 80 31 204 191 1 554 87, 2 847
490 1] 9 ol 1] 2 311 14 | 203 | 907 1 888
5110 . 66 831 2| 9 L 10 553 11,10 909
57 3 | 132 ol 1] 134 431 3 ' 249 190 61 205
631 1| 67 97 | 9 1 308 470 2| 20| 2| 522
67, 2 107 00| 2 370 531 1 ;i 399 37 8 191
313 09 ‘ 2 | 78 59 1| 160 a1, M
9001 50 19| 1 318 61| 1| 471 47, 1! g9
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T A P T A P T A P T EN

14 559 1231 2 652 1531 1 319 1831 6 1604

2 896 37 1 225 43 2 11356 47 2 1381

5 447 49 8 824 49 1 635 61 1 61

2 99 59 1 876 53 8 202 67 1 499

2 195 77 1 384 59 2 995 71 2 738

2 584 79 2 908 67 2 | 1424 73 2 1366

3 245 83 1 666 71 1 379 77 1 1142

2 296 89 8 252 79 "3 | 1166 79 2 1624

il 453 91 1 65 83 2 469 89 4 1675

1 724 97 2 606 97 3 183 1901 1 1722

3 932 1301 1 | 1012 1601 4 | 1122 07 1 1510

2 318 03 2 673 07 2 740 13 8 1006

4 642 07 1 784 09 8 947 31 1 1220

2 872 19 2 768 13 | 31 666 33 3 568

4 399 21 | 22 501 19 1 992 49 1 497

3 838 27 6 174 21 1 11123 51 2 893

1 362 61 2 990 27 3 | 1437 73 1 384

2 297 67 2 829 37 1 29 79 1 606

3 417 73 1 190 57 | 18 743 87 1 1804

2 975 81 1 456 63 2 | 1046 93 2 561

91 1 3156 99 6 | 1030 67 1 1231 97 1 337

93 3 0 1409 2 | 1110 69 1 968 99 6 1297
97 4 961 23 6 287 93 1 1327
1103 | 38 314 27 1 10 97 2 158
09 1 101 29 | 17 439 99 3 851
17 1 319 33 8 | 1156 1709 7 476
23 i 1005 39 2 890 21 8§ | 1471
29 2 560 7 2 933 23 3 | 1658
51 2 503 51 1 1487 33 1 8
53 4 45 53 1 691 41 1 342
63 7 939 59 3 986 47 1 320
71 1 298 71 6 185 53 | 12 730
81 5 85 81 4 856 59 2 | 1267
87 1 345 83 1 1368 77 | 24 | 1352
93 4 | 1108 87 2 | 1356 83 2 | 1466
1201 4 869 89 2 | 1058 87 1 | 1474
13 1 215 93 1 520 89 3 219
17 8 723 99 1 204 1801 | 72 621
23 2 848 1511 2 969 11 5 63
29 1 546 23 1 810 23 2 | 1410






