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INTERPRETATIONS COMBINATOIRES DES
NOMBRES DE GENOCCHI

DOMINIQUE DUMONT

DIMT L (,{% £ )

1. Introduction et notations. L’objet de ce travail cst de proposer des
interprétations combinatoires pour les nombres de Genocchi, les premidres 3
notre connaissance. Rappelons que l'intérét porté & cctte suite d’entiers vient
de son étroite liaison avec les nombres de Bernoulli et avec les nombres d’Euler
de deuxi®me espéce ou nombres tangents. Fn effet, les fonctions génératrices de
ces trois suites de nombres sont respectivement (se référer 3 [7], [14], [16] ou {17)):

Gt) = e' 3{ =t + > (t*/(2n))G,, (nombres de Genocchi)
n>1
B(t) = o ! 1= 1 —t/24+ > (™/(2n))B,, (nombres de Bernoulli) ,é’j
- n21 il

A(t) = éﬁ—“i—l =14 ‘Z; & /@2n — DN4,,_, (nombres tangents).

Les premitres valeurs des nombres de Genocchi sont:

n |1 2345 67 809 10 11 12
| i Go|1 =1 0 1 0 =3 0 17 0 —155 0 2073
4 ’

On 3 les identités:

) Go = 2(1 = 2")B,, (> 1) I~
@) 272Gy = nhgy (> 1) q&%

En outre, la fonction génératrice des nombres [A 201 est la fonction tangente,
d’ol leur appellation:

o B oo otgt= 3 (720 — DY) |Ag]
n2>1

De l'identité (2) on tire:

B —————

S—

| y 14 vy
b b= Ui = 20 (7/@0) (Gl 4

Or c’est précisément sur ces valeurs absolues |Az.-i] et |G| que nous allons
nous pencher plus particulidrement au cours de cette étude.

On connait interprétation combinatoire que Désiré André ([1], [2]) a, en 1881,
donnée des nombres tangents. Les entiers |4, | dénombrent les perrautations
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306 DOMINIQUE DUMONT

sur 'ensemble {1, 2, ---, 2n — 1} qui sont allernantes, en ce sens que, si p est
une telle permutation: on @ p(?) < p(@ 4 1) powr ¢ impair et p(x) > p(i + 1)
pour i patr (1 <1 < 2n — 2).

Le résultat essenticl de cet article est le suivant: Ventier |G,,| dénombre les
permutations p de {1, 2, --- , 2n — 1} telles que l'on a p(t) < p( + 1) pour
p() tmpair et p(2) > p(@ + 1) powr p(Q) pair (1 < i < 2n — 2) (cf. corollaire 2
du théoréme 5). Ainsi, les nombres tangents (en valeur absolue) dénombrent
les permutations qui montent ou descendent suivant la parité de lobjet i, les
nombres de Genocchi les permutations qui montent ou descendent suivant la
parité de I'image p(i). Le plus curicux, ¢’cst que ce nouveau rapprochement
entre nombres de Genocchi et nombres tangents ne semble pas directement
lié au précédent. Non sculement nous n’avons pas utilisé la relation (2) pour
prouver cette interprétation combinatoire des nombres de Genocchi, mais cette
relation (2) demeure encore inexpliquéc par les méthodes géométriques.

En effet, nous n’obtenons ce résultat qu'au paragraphe G, aprés un assez
long cheminement, utilisant d’abord lidentité (3) ci-aprés, due & Carlitz,
Riordan et Stein, puis U'interprétation des nombres de Genocchi que nous avons
déja proposée dans un article antéricur ([8]), ensuite un nouveau codage des
permutations (§5), enfin la transformation fondamentale sur les permutations
(cf [9] p- 13). En outre, le paragraphe 3 expose une interprétation combinatoire
des nombres de Genocechi en termes de couples de permutations qui ne se rattache
pas directement aux autres.

Le cardinal d’un ensemble I scra noté |I| . Si7 et j sont deux entiers tels
que ¢ < j, on note [7, j] ensemble des entiers compris entre 7 et j. A la place de
[1, n] on note en général [n]. Si I est une partic du produit cartésien [n] X [n],
on note pr. (&) et pr, (L) les projections de I sur le premicr intervalle [n] et sur
le second. Soit f: [n] — [n] une application de [n] dans [n]. Si7 € [n], I'image
de 7 par f sera noté f(7) ou f; . On note par la majuscule correspondante, ¥,
Pensemble I’ = {(z, {.); + & [n]}. L’cnscmble-image de { est noté {([n]) ou
pr,(f'). Un point excédant ou O-cxcédance de application § est un couple (1, f.)
tel que = < f; . L’cnsemble des O-cxcédances est noté I£,°. Une application
excédante est une application dont tous les points sont excédants: E,° = I,
Une l-excédance est un couple (7, f;) tel que 7 < f, . On dit que Q est une quasi-
permutation de [n] §'il existe une permutation p de [n] telle que @ soit une
partie de 'ensemble des 1-excédances de p.

2. Génération des nombres de Genocchi par des sommes alternées.
La source de toutes nos interprétations se situc dans I'identité suivante:
(3) G2n+2 = Z (“I)Kil(k')?T(n) k);
1<k<n
od les T'(n, k) désignent les nombres factoriels centraux (“central factorial

numbers’’), nombres proches des nombres de Stirling de deuxitme espeee ct
dont nous donnons la définition ci-dessous. Pour une démonstration de cette
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identité, nous renvoyons & Riordan et Stein [18] ou & Carlitz [6]. Leurs preuves
font appel aux méthodes du calcul différentiel. Les nombres factoriels centraux
sont donnés par:

4) k T(1, 1) = let T(n, k) = 0 pour k extérieur au segment [1, n]
T, k) = B T — 1L,k) + T — L,k — 1) pour 1 < k < n. ~

Les premitres valeurs des nombres T'(n, k) sont dans la table 1 ci—dessous..wi
Les nombres de Genocchi qui y apparaissent sont donnés par Uidentité (3).

Posons
T(X) = Z T(n, k)X,
: n>k

De (4) on déduit:

To(X) = 1
A~ FX)Tu(X) = XT.u(X) (k> 1).
D’ott
X}:
=TT ooy a = FD
=X'1+ X+ X+ )(1+2X+22X2+ ) e

A+ kX + E°X* 4 ...
Et I'identité sommatoire:

) T, k) = T Ak

artazterrtar=n—k

Nous présentons, d’une nouvelle manitre, la génération que J. M. Gandhi [11]
a conjecturée pour les nombres de Genocchi. Rappelons que cette conjecture
a été prouvée par Carlitz [6] et par Riordan et Stein [18]..

Soit k > 1letn > 1. On désigne par U,* 'ensemble des suites
U= (U, Uy, +*°, Uy

TABLE 1
T(n, k) ko1 2 3 4 5 6 7 Grase

A = 5957 () 1

n

1 1

2 1 1 & 36969(=) -3
3 1 5 1 17
4 1 21 14 1 ~155
5 1 8 147 30 1 2073
6 1 341 1408 627 55 1 38227
7 1

1365 13013 11440 2002 91 1 929569

(r;}vvléjﬁ 3—218 N A,LQILK;,L‘,Q_;} —_//( %é?
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telles que
Uy =k — 1
et
U; = U;y OU U;—; -+ 1 pour iﬁz 1.
Prorosition 1. On a Goez = — 3 (—=1)"(uy-uy -+ w,)? la suite u =
oy ury -+, u,) décrivant U,

Preuve.  En effet, on a:

2 (=", - - u,)? (D" 2 (us - u,)?

<n un=k

(=D'R)* 2 ame ek’

n ayt e+ "+ag=n—=k

(=D kT (n, k) d’apres (5)

1

IA
IA

k

Il

1

IA
A

k

1

A
A

k<n

—Gyare d’apres Videndité (3).

I

Ezemple.
— (111" + (1.1.2)° + (1.2.2)° — (1.2.3) = —G, = —17.

Soit maintenant A4, (k) la valeur prisc par le n — iéme polyndéme de Gandhi [11]
quand on pose X = k. Les nombres A4,(k) sont donnés par la récurrence:

Ao (k)
A, (k)

I

1 pour tout k;
A,k +1) — (k — 1)°A,_,(k) pourn > 1.

fl

Les prenﬂ.{éres valeurs des 4,(k) sont données dans la table 2.
Prorosition 2. On a, powrn > letk > 1,
(=D)AL E) = 22 (D" - w)?
la suite w = (uo , uy, -+, u,) décrivant U,*.

Di:monsTRATION.  En effet, pour n = 1, on a bien:

TABLE 2
An(k) k 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1 1 1 1 A 1 1
1 1 3 5 7 9 11
2 3 17 43 81 131
3 17 155 b5 1367
4 155 2073 10075
5 2073 38227
6 38227

Slae ik -t d it j TIT ITEYT T A AT MH-WLL'&F“‘.W-:;-::—\-":"vhr,nﬂf,‘.-_-q_ﬁyv_'_r—r—-— i
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(=D"Ak) = (=D + (=D"'(k — D™

Supposons la proposition vraic pour n — 1. D’aprés la définition des nombres
A.(k), on a:

(=D)AL = ()" AL G+ 1)+ (DR — DAL k).

Appliquons I'hypothése de récurrence, en faisant subir aux suites de U,_,*""
et de U,_," une translation de 41 sur les indices:

(=)™ TAR) = B 2 (=D e w) A+ = D' 2 (=D - w)?

u, =k u,=k—1

(=D, uy - - u,)’ u déerivant U,*.
Exemple.

Il

—~A4,3) = + (2.2.2)° — (2.2.3)> — (2.3.3)® + (2.3.4)°

— (3.3.3)° + (3.3.4)° + (3.4.4)> — (3.3.5)°
= — 557 (cf. table 2).
CoroLLAIRE  (conjecture de Gandhi). On a Uidentuté:
(=1)"4.(1) = —Gse (0 2 1).

Il suffit en effet d’appliquer la proposition 1 et la proposition 2 pour &k = 1.

3. Une illusiration combinatoire de I’identité (3). Nous en venons 3 présent
4 une premiére interprétation des nombres de Genocchi en termes de dénombre-
ment. Nous proposons une interprétation combinatoire des nombres T'(n, k)
qui s’inspire d’une interprétation des nombres de Stirling de deuxidme espéce
(cf. [9], p. 38).

TrakorEME 1. L'entier T(n, k) est égal au nombre de couples (Q, , Q,) de
quast-permulations de [n] telles que:

() Q] = [Qf =n —k
(i1) pr(Q,) = pr,(Q.) (égalité de deux ensembles).

DfaoNsTRATION.  Pourn = 1,1l y a un couple: (@, ¥), et on a bien 7(1, 1) = 1.
Supposons le théoréme vrai pour n — 1, et soit (@, , @.) un couple de quasi-
permutations de [n] vérifiant (i) et (ii). Soit Tr(Q,) et Tr(Q,) les traces respec-
tives de @, et Q, sur [n — 1] X [n — 1]. Tl est immédiat que ce sont aussi des
quasi-permutations. ISn outre, comme (Q, , Q,) vérifie 'axiome (ii), Tr(Q.)
ct Tr(Q,) ont le méme cardinal, qui est soitn — &, soit n — & — 1.

Réciproquement, soit (Q,’, Q.’) un couple de permutations sur [ — 1] X
[n — 1] vérifiant (i) et (ii). DDénombrons les antécédents de cardinal n — k

qu’clles possedent par application Tr. 81 |Q)| = |Q.'| = » — Fk, elles ont un
antécédent (on adjoint ). Orilya T(n— 1,k — 1) couples dans ce cas (hypoth-
¢ése de vécurrence). Ilya T(n — 1, k) couples tels que |Q)/]| = |Q./| =n —k — 1.
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On obtient un antécédent en choisissant un élément 7, dans [»]\pr.(Q,), un
élément 7, dans [n]\pr.(Q.’), et en posant:

Q= Q' Y {@E,n)} et Q = Q) \J {(i,n)}].

Ilyan —1— (n — k — 1) = k choix possibles pour 7, , de méme pour 7, ,
donc k* choix possibles pour le couple (Q, , Q,).

En récapitulant les deux cas, on trouve T(n — 1, k — 1) + T'(n — 1, k)-k?,
soit T'(n, k) couples de quasi-permutations sur [n] de cardinal n — k, d’apres
Iidentité (4).

L’identité (3) et le théoréme 1 nous permettent de déduire le résultat suivant
(rappelons que P est le graphe de la permutation p):

TuitoritME 2. L'entier |G, .| dénombre les couples de permutetions (p, , p,)
de [n), tels que P, et P, n’aient en commun aucune image (ou ‘‘ordonnée” de 1-
exédance.

Di:MONSTRATION.  Soit
S = Z (—1)lervt@oiIP Pt

ol la sommation est étendue A I’ensemble des quadruplets (@, , @., P:, P,)
tels que Q, et @, soient des quasi-permutations sur [n], puis P, et P, des permuta-
tions de [0}, enfin @; C P: (¢ = 1, 2) et pr, (@) = pr,(Q2).

Tixons d’abond le couple (@, , Q,). Si|Q;| = n — k (on a T'(n, k) couples dans
ce cas, d’apres le théoréme 2.7), on compléte chaque quasi-permutation §; par
une bijection de [n]\pr.(Q;) sur [n]\pr,(Q:) pour obtenir une permutation p; la
contenant (i = 1,2). Ilya k! possibilités pour chaque ;. D’ol, en sommant
sur k:

S = l<kZ< (—l)n_k(k!)zT(n; k) = (—1)" ' Coniz = |Gansel.

Fixons maintenant le couple (P, , P,). Notons E, et K, les ensembles de
1-excédances de P, et P, . Il est clair que chaque quasi-permutation @, contenue
dans P, est définie par sa projection pr,(Q.). Il y a donc autant de couples
(@, @) tels que Q; C P, (& = 1, 2) qu’il y a de projection commune pr,(Q:).
Or celles-ci sont exactement les parties de pr, (#,) M pr,(L5;). Finalement, on a:

(Ogn) (—l)lDrV(Oi)l - Ogs:n (_l)k(€> !

od p = [pr,(E)) N pr,(£:)] .

Si p = 0, cette somme cst nulle.
St p = 0, elle vaut 1.

D’ol

S — |G2n+2| — Z llPlllngl’
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la somme étant étendue & tous les couples (P, , P,) tels que pr,(E,) M pr,(E2)
soit vide.

Remarque.

1) On peut, dans les énoncés des théorémes remplacer pr, par pr. .

2) Parmi les couples (p; , p,) du théoréme 2., il n’y a qu’un couple “diagonal”
(p, p), cariln’y a qu’une permutation n’ayant pas de I-excédance, la permutation
identique. Lecs autres couples se regroupent par paires, car si on a (pi , pa),
on a aussi (P2, pu). (Sil'on veut, la relation introduite entre permutations est
symétrique.) C’est une illustration de Vimparité de Pentier [Gaussl -

Voici par exemple le graphe de cette relation pour n = 3. On a |Gs| = 17,
le graphe a donc 17 arétes. On a souligné les 1-cxeédances:

4. Interprétation en termes d’applications excédantes. Dans un préeédent
article [8], nous avons introduit les entiers B, , ainsi définis:

B,,=1etB,,=0 pour k # 2;

E—1 k n
(6) Bn.k = (k _ 2)Bn—|,k—l _+_ (]C 2)Bn—l.k + Tt + (k _ 2)Bn-l.ﬂ -

\ J—

Voici les premieres valeurs de ces entiers:

TABLE 3

Bk k 2 3 4 5 6 7 Grnsa
: N=3¢970
1 1 % 1
2 1 2 3
3 3 8 6 17
4 17 54 60 24 155
5 155 556 762 480 120 2073
6 12840 10248 4200 720 38227

l
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Dans le méme article, nous avons montré I'équivalence de la conj=eture
de Gandhi et du résultat suivant (qui est donc maintenant prouvé)

|Gzn| = Bn.z = Z Bn—l,k .

25k<n

Nous donnons & présent une interprétation combinatoire des entiers B, ; qui
différe un peu de celle que nous avons publiée [8] ct qui a I'avantage d’étre plus
commode pour la suite de 'exposé.

TuEOREME 3. Soit F, . Uensemble des applications f: [2n] — [2n] vérifiant
les trois conditions suivanies:
(1) f est excédante: pour tout © € [2n], on a i < {(3).
(i1) L’image de f constitue Pensemble des entiers pairs jusqu’a 2n:
f([2n]) = {2! 4: 6’ T 271}'
(i) L’élément 2n a k antécédents par §:

[~ @n)| = k.
Alors le cardinal de F,, , est égal & B, x .

DEmoNsTRATION.  Nous posons Fo, = \U, F... , et considérons Papplication
T de F,, dans F5,_, of, pour f élément de F,, , on définit T(f) par:

T(): = min 2n — 2,f)sil <7< 2n — 2.

L’application 7'(f) est bien un élément de F,,_, , car:

(i) T(f) est excédante: 7 < 2n — 2ct i < T(f), .

i) TNH(2n —2]) = (2,4, -+, 20 — 2}.

Quelle est I'image de F,,., par Iapplication 7'? Il s'agit de connaitre les
limites dans lesquelles se trouve |T'(/)™'(2n — 2)| quand on a |[{7'(2n)| = k.

Par construction, on a 7'(f) '(2n — 2) = {7'2n — 2) U (f '(2n)\{2n — 1, 2n}).
Dod [T()™'(2n — 2)| = |f '@n — 2)| + k — 2.

Or
If7'@n — 2)| = 2n — [f7'2n)| — Z 17 (29)|
et
1<)f'"@r—2)| <2 —k—m—-2 =n—k+2 (axiome (ii)).
Done

E—1<|T() '@ - 2) <

Ainst T applique I',, ;. dans la réunion des Fy,-o ; , Uenlier 1 décrivant [k — 1, n].
Réciproquement, soit ¢ un élément de Fy,»,; (k — 1 < 7 < n). Pour con-
struire un antécédent f de g par T, il suffit de former f7'(2n). Or

7'@Cn) = 2n — 1,20} U Lo L C g '(Qn — 2).
Pour que f € Fa, il faut et il suffit que |L] soit égal &k — 2. Ily a donc autant
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d’antécédents f dans Iy, » que de parties L de cardinal k¥ — 2 dans Pensemble
g '(2n — 2) qui a 7 éléments, soit (k 1 2)-

En récapitulant avec la phrase soulignée plus haut,

|F2n,k| = E (k _l_ 2)|F2n—2,|’l et |F2,2| =1

k—1<i<n
récurrence identique & 'identité (6) donnant les entiers B, , .
CoroLLAIRE. Le cardinal de F,, est égal & |Ganral .

En effet, F,, est la réunion disjointe des F,, , , k décrivant le scgment [2, n 4 1]
(d’apres l'axiome (i), si k est extérieur & ce segment, F,, , est vide).

Dot
lpznl = Z ,F2n.k| = Z Bn.k = [szzl .
2<k<n+1 2<k<n+1

5. Un codage des permutations en termes d’applications excédantes. Nous
en venons maintenant & la construction d’un codage des permutations par les
applications excédantes, codage qui nous permettra d’une part de proposer une
nouvelle interprétation des nombres eulériens, d’autre part de transposer
I'interprétation des @,, en termes d’applications excédantes en dénombrements
de permutations. 7

Soit S, l'ensemble des permutations de [n], et S, , le sous-cnsemble de S,
formé des permutations ayant k 0-excédances. Sip & S..« , on note E,° en-
semble de ses O-excédances (|B,°| = k).

Soit £, 'ensemble des applications excédantes de [n] dans [7], et K., . le sous-
ensemble formé des applications f de E, ayant un ensemble-image de &k éléments
(fIn]] = k).

Il est cloir que |E,| = n!, car un élément de I, est un n-uplet (f, , fzy ooy fu)
du produit cartésien [1,n] X [2,n] X --- X {n}. De fagon plus précise,

TrEorEME 4. Il existe une bijection h de S, sur B, telle que

(1) h(Sai) = B,

(i) Sif = h(p),ona E,° C T et pr(E,) = pr,(F).
Notons que (i) est une conséquence immédiate de (). Pour la construction de k,
nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemve.  Soit p une permultation de [n), et j un entier de [n]. Posons
Uip=nl X([1,j—1)NP
et —
Vi= (37— 1] X [j,n) N P.

Alorson a |U| = |V,|, et, conséquence évidente, |pr,(U;)| = |pr, (V)| .
En effet, si on pose W, = ([1,j — 1] X [, — 1) N\ P,on a
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|U;| + |[W,| = j — 1 (nombre de points de P sur les (j — 1) premidres
lignes)

Vil + |[W,| = j — 1 (nombre de points de P sur les (j — 1) premicres
colonnes).

A présent, on construit f = h(p) comme suit. Soit § & [n]. Si (4, p;) est une
0-excédance, on pose f, = p; (d’ou E,” C F). Sinon, (j, p;) € U, et p; € pr,(U)).
D’aprés le lemme, les ensembles pr,(U;) et pr,(V;) sont dcux sous-ensembles
de [n] de méme cardinal. Nous pouvons induire sur chacun d’eux 'ordre de [n]
et, en tant qu’ensembles totalement ordonnés, ils sont alors isomorphes. Si
z: pr,(U;) — pr,(V;) est U'isomorphisme en question, on pose f; = z(p,).

Dans les deux cas de construction, on a j < {; et f excédante. Nous avons vu

au passage que I,° C F, done que pr,(£,°) C pr,(F). Montrons que pr,(F) C
pr,(E,):
Si (j, p;) cst une O-excédance, f; = p, appartient bien & pr,(£,°). Sinon, f; =
2(p;) appartient & pr,(V;). Or V,; C E,’ par définition. Il nous reste & prouver
que h est bijective, et pour cela il suffit de prouver qu'elle est injective
(18] = [E.]).

Soit p et p’ deux permutations distinctes, et j le plus petit entier tel que
p; ¥ p;/. D’abord, on a

p(L, 7 — 1) = p'([1,§ — 1)),
soit '
Vi=V/ et W, = W/,
par suite
pr,(W;) = pr,(W,’) et pr,(U;) = pr,(U/").

Trois cas sc présentent alors:

a) (4, p;) et (4, p;’) sont deux 0-cxcédances. Alors f; = p; = p;/ = ;.

b) p;/ < j < p;etlecas symérique. Onaf; = p;ctf;’ & pr, (V") = pr,(V;).
Donc il existe 7 < j tel que f;/ = p,, et on a

fi=mpi#pi=1{"
c) p; et pi/ < 7. Alors p; et p;’ sont deux éléments de pr,(U;) = pr,(U/),
et pr,(V;) = pr,(V;),doncz = 2/, ct f; = 2z(p,) # 2(p,”) = {/. Dauns tous
les cas, f; # {,/ et par conséquent f = [,

2345
<1“345678>- Construisons { = h(p): i =

Ezemple. Soit n = 8 p = 64521733
i ) X4 [

6f2 = 4]‘1 = 5 prv(U‘i) = {1) 21 3} Ot pry(‘yé) = {4) 5) 6} f‘i = 2(2) = '-) pry(US)
= {1,3} et pr,(Vs) = {5,6} s =2(1) = 5fs = Tpr,(Us) = {3} ctpr, (Vo) = {7}

fi=203) =Tf =81 = ((13 :;45678

9
;' 55778>. On vérific que, p appartenant & S5,
{ appartient & Ig 5 .

A T e o S T R L P A e L T S T ST T R o - 2 e T
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Les nombres eulériens A (n, k) sont définis par la récurrence
AL ) =1, A(1,k) =0 pour k = 1et
A, k) =kAn — L,k) + (n — k + 1)A(m — 1,k — 1) pour k € [1, n).

Les premitres valeurs de ces nombres sont données dans la table ci-dessous

C’est un résultat classique (cf. Carlitz [3], Riordan [17] pp. 213-216, Foata-
Schiitzenberger [9]) que A (n, k) est égal & |Su.&| (on démontre aussi que An, k)
dénombre les permutations de [n] ayant k “descentes” au sens donné dans le
paragraphe suivant). Nous déduisons done du théoreme 4 wne nouvelle inler-
prétation combinatoire des nombres eulériens, 3 savoir

COROLLAIRE. On a

A, k) = |B, | pour1 < k < n.

6. Interprétations en termes de permutations.

TreEOREME 5. Soit P, Uensemble des permulations p de [2n) telles que:
(%, p:) est une O-excédance si et seulement si p: est pawr.  Alors le cardinal de P,,°
est égal & |Gyayq . ‘

En effet, P,,’ est unc partie de San.n . D’apres I théoréme 4, Pimage de P,,°
est le sous-ensemble de [, ., constitué des applications f: [2n] — [2n] excédantes
et telles que pr,(F) = {2, 4,6, ---, 2n}. Par définition, 1l s’agit de I’ensemble
F,,. On a done

|P2n0| = Ih(P2n0)| = ,F2n| = |G2n+2' .
Pour la suite de 'exposé, nous préférons ’énoncé suivant, qui est @ peine différent:

THEOREME 5 bis. Soit P, Uensemble des permutations p de [2n] telles que:
(@, p:) est une l-excédance si et seulement si p, est paiwr. Alors le cardinal de P,,
est égal & |Gy sl .

En effet, soit ¢: [2n] — [2r] I'involution oi @) =2n+1—14,etC:8,, > 8,,
Iinvolution alors définie par C'(p) = cpe. Montrons que C applique P,,° sur P,, .
Soit p € P».’ et p’ = C(p):

TABLE 4
k Al

n 1 2 3 4 5
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1
5 1

11 11 1
26 66 26 1 (/l,[/')/

————— —— = !
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1< p'@) =i =c@) > c(p’() = c(p'c(i))) = pU)
< p(j) impair
= c(p()) = c(p(c())) = p'(¥) pair.

CoroLLaIRE 1. Soit P,, ™' Uensemble des permutations p de [2n] telles que:
(z, p:) est une O-excédance st et seulement si 1 est impair. Alors le cardinal de
P, est égal @ |Ganssl

En effet, soit p un élément de P,,. On a:

i =G <1i= p'(j)siet seulement si p(?) = j est impair, donec p~' € Py, "

Remarque. Les trois classes de permutations que nous venons de définir sont
des permutations & positions interdites. Pour P,,°, on interdit les portions de
lignes impaires situées au-dessus de la diagonale, et les portions de lignes paires
situées en-dessous de la diagonale. La différence avec P,, tient seulement aux
cases situées sur la diagonale. Méme schéma pour P,,”': on interdit les portions
de colonnes impaires situées strictement sous la diagonale et les portions de
colonnes paires situées au-dessus de la diagonale (case de la diagonale comprise).

En outre, les permutationsde P,,” ' sont alternantes au sens d’André, ¢’est-a-dire
qu’elles montent ou descendent suivant la parité de l'objet 7. Plus exactement,
dans 'ensemble de toutes les permutations alternantes (qui, érappelons-le, sont
dénombrées par le nombre tangent) elles ont la propriété caractéristique que
Uensemble des “pics’’ se confond avec U'ensemble des O-cxcédonces (alors que dans
le cas général on ne peut méme pas dire qu’il y a inclusion d’un de ces deux
ensembles dans 'autre.

Les permutations de P, ' ont une autrc propriété caractéristique dans
I’ensemble de toutes les permutations commengant par une descente (p(1) >
p(2)): si I'on trace le “graphe” de la permutation p, ¢’est-d-dire la ligne brisée
réunion des segments joignant (2, p.) 4 (7 + 1, pi, ) (1 <7 < 2n — 1), ce graphe
franchit 2n — 1 fois la diagonale ou plus précisément toute droite d’équation
y=2+a( <a<l,inégalités strictes) si et sculement si p est une permutation
de P, '

Il nous reste & démontrer le résultat annoncé dans lintroduction sur les
permutations qui montent et descendent suivant Ja parité de Pimage p(3).
Pour donner un énoncé aussi proche que possible de celui, classique, qui concerne
le dénombrement de toutes les permutations alternantes sur 2n + 1 lettres, nous
donnons un énoncé concernant un nombre impair de lettres. Il va de soi (c’est
d’ailleurs apparent dans la démonstration) que nous pouvions donner un énoncé
avee le méme nombre de letires 2n que précédemment.

ConroLrLaize 2. Soit f’hH Uensemble des permutalions p de [2n + 1] telles que
Pi — Pir1 s0tt du signe de (—1)*. Alors le cardinal de P, est égal @ [Gonral -

La démonstration repose sur la “transformation fondamentale” p — p de oata
que nous nous bornerons & “déerire” sur un exemple. Pour les définitions ct
résultats rigourcux, voir [9].
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12345678
38475216
“orbites” de la maniere habituelle: p = (1347) (286)(5). Dans chaque orbite, on
marque I'élément maximum, puis on range les orbites par ordre croissant des
éléments maxima: (5)(1347)(286).

Enfin, on récrit chaque orbite en partant de 1’élément maximum, et ‘3
Venvers”, c¢’est-d-dire en faisant suivre ’élément maximum de ses images itérées

p~': (5)(7431)(S20).

En “supprimant les parcnthéses, “on obtient p = (

Soit par exemple p = ( ) que l'on décompose en “cycles” ou

12345678)
57431826/

La construction est congue de telle sorte que les 1-excédances de p deviennent les
descentes de p.

Sur notre exemple, p a 4 l-cxcédances: (1, 3), (2,8),(B,4), d Detpad
descentes qui leur correspondent: 3-1, 8-2, 4-3 et, 7-4.

Cette transformation bijective permet done d’expliquer pourquoi les permuta-
tions de [n] ayant k 1-excédances sont en nombre égal & celles qui ont k descentes,
ce qu’on démontrait depuis Mac Mahon par le calcul.

Revenons au corollaire 2. Quelle est 'image de P,, par la transformation
fondamentale? C’est I'ensemble des permutations P de [2n] ayant n descentes
issues des 7 imagces paires $(2), ou encore telles que

i) i — Pis1 soit du signe de (—1)%.

1) Pe. sOit impair.

Prolongcons une telle permutation p en une permutation P’ de [2n + 1] ot on
pose p'(2n + 1) = 2n + 1. Il est clair que p’ & P, .

Réciproquement, si p’ € P,,,, , nécessairement p’@n 4 1) = 2n + 1, car si
onavait (1) = 2n + 1 pouri < 2n + 1, on aurait §’(z) < Pt 4 1), ce qui est
impossible. De plus, $'(2n) est impair, car inféricur & p'(2n + 1).

Par conséquent, les permutations du corollaire 2 sont exactement les prolongées
des permutations p, p déerivant P, .

Lxemple: Voici les permutations de £, , qui sont au nombre de 17 (Gs = 17):

2143657, 2156437, 2164357, 3421657, 3564217, 3642157, 4213657, 4215637,
4216357, 4356217, 4362157, 5621437, 5634217, 5642137, 6214357,
6342157, 6421357,
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