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488 LIVEE L0, — LA DIVISIBILITE A RITHMETIQUE.
Lr?rsq!’lr' P'on sait diviser géométriquement la cicconférence en P, r
partivs égales, on saura la diviser en pgr...
bres PrqyTy ..

- sont impairs et premiers entre eux deux a deux: et pa
- b ?

suite, saur iviser 27 ies ¢
» on saura la diviser en 2%pgr ... parties ¢gales. Les seuls nombpes

Pqg, 7Ty ..

- connus actuellement sont Jes nombres premiers
3, 5, 17, 257, 65537,

etle nombre suivant serait (2!28 1), qui a 3y chiflres, si 'on pouvait dé-
montrer que ce nombre est premier (voir n° 34, Ex. 7).

Exemple IT. — Décomposer cn fractions simples le nombre qu_q_gm)_'.
127180890

On trouve (Disq! Arith., n° 317)
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NOTES ET ADDITIONS.

I. — Sur la partition des polygones (n° 57).

D’aprés une communication qui nous a été adressée par M. CayiLey, le
théoréme énoncé a la page g3 doit étre attribué a Kinkyaxy, qui I'a dé-
montré dans son Mémoire : On the k-partitions of the r-gone, publié
dans les Philosophical Transactions (t. CXLVII; Londres, 1837).

D'autre part, nous avons recu de M. ELie PERRIN, professeur a FEcole
J.-B. Say, les remarques suivantes : Soit ABG...HKL un polygone de
(n -+ 1) cOtés; choisissons AB pour base principale, et désignons par a;,
as, as, ...,a, les cotés BC, CD, DE,..., KA. Si, par exemple, le triangle
ABG fait partie d'une décomposition, le sommet G décompose le périmétre
BCD...GHK en deux polygones ayant pour bases principales BG et AG,
qui remplacent AB; de méme, si le triangle BGE fait partie d'une décom-
position, il sépare le polygone BCDEG en deux autres, et ainsi de suite;
on classe ainsi, dichotomiquement, les (n —1) sommets du polygone,
avtres que A et B.

Plagons, sur une ligne horizontale, les cdtés

apg, ady, asg, veey Oy,

et supposons, pour fixer les idées, que n est égal 4 8. Si le point G fait
partie de la décomposition, il sépare a;de @; et nous représenterons cette
premi¢re décomposition par

(a1 as, as, a,, as), (ag, a, asg):

puis, si BGE fait partie de la décomposition, nous séparerons ay, ..., as
en deux par
(@1, as, a3), (as, a;)), (@5, az, as),

et ainsi de suite. Par conséquent, si 'on considére la décomposition du
polygone de g cotés, dans Jaquelle on a tracé les diagonales GK, GA, GB,
GE, BE, CE, on peut représenter cette décomposition par |- symbole

bl ? ] 1 p i

(((a,\. (a,, 03’), (Usy a.‘a)‘\u. {'aﬁ' (l;), (“8)‘\7
ou '

ap, ay, @z, uy, s dg, a;,. day.
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En général, & toute décomposition d'un polygone de (n--1) Colés, oy
(n—1) triangles, correspond une maniére d'obtenie le produoit de 2 fae.
LCurs a0y, sy @3y oovy @p, par (n —1) multiplications de deux facteurs, ¢y
effectuant suivant Povdre des indices, et inversement. Par onséquent :

Le nombre des maniéres d’effectuer le produit de n facteurs &y, a,,

oy @ny @i moyen de (n-— 1) multiplications de deusr fucteurs, pris
dans l'ordre des indices, est égal au nombre des décompositions d’un
polygone convere de (n-—1) cités en triangles, par des diagonales
qui ne se coupent pasa l'intéricur du polygone.

On en déduit facilement cct autre théoréme : Le nombre des maniéres
d’effectuer le produit de n facteurs, aw moyen de (n —1) multiplica-
tions de deur facteurs pris dans un ordre quelconque, est égal au pro-
duit du nombre des décompositions du polygone de (n—1) cotés en

triangles, par le nombre n' des permutations des n facteurs.
sees, p

Fig. 6.
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La figure ci-jointe nous montre encore que le nombre des maniéres d'in-
terpréter une fraction étagée de 2 termes (n° 82, Ez. IT) est égal au nombre
des décompositions d’un polygone de (n = 1) cotés en triangles.

Et ainsi le nombre des classements, par voie dichotomique, de n objets
rangés dans un certain ordre, est égal au nombre des décompositions d’un
polygone de (n +1) cdtés en triangles, par (n —1) diagonales qui ne se
coupent pas & U'intérieur du polygone.

II. — Sur le probléme des rencontres (n° 123).

Le nombre Q. des permutations de n lettres, ol aucune lettre n'occupe
la place que lui assigne son rang dans Valphabet, est égal au nombre des
substitutions irréductibles de 7 lettres.

Cette méme question a ét¢é traitée par LapLick et géndralisé:, au moyen
de la théorie des fonctions génératrices, dans la Théerie analytique des
Probabilités (OF ucres, t. VI, p. 242).

De la formule

Que1= (R = 1)Qu+(— DN

I

J
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on déduit, en remplacant n successivement par 1, 2. ...z, ¢l en faisant

la somme des égalités obtenues,

Qn+y = ZnQ, -+ const.,

la constante étanl égale @ o ou @ 1, suivant que n est pair on impair,

On peut obtenir diverses propriétés arithmétiques des n(fmbn-s Qn..On
remarque d’abord que deux nombres conséeutifs sont premicrs entre eus,
par svite de la formule (2) du n® 123. De plus, Qg €5t r]l\'lCIMc.[m[‘ ",
comme ¢ela résulte de la premiére formule de la page 213. De la formule

symbolique
e (P oy e (Q e+ 1)1,

on déduit la formule générale
f(P+2)ee f(Q—2z-1)
et, par exemple, en supposant
J(3) = sn(z =),
il vient

(P=—z)(Pt+az—1)f<(Q -z +1)r(Q+u2a),

et pour & = o

Pr(P—1pLoQs(Q 1)

Si 'on remplace 7 par un nombre premier p, en observant que P, est
divisible par p, pour n = p, et en tenant compte des restes du triangle
arithmétique, il vient

Qpas=—Q;s (mod. p);
on en tire, plus généralement,

Qhpss = (— 1)1 Qs (mod. p),

et ainsi les restes de Q, par p se reproduisent périodiquement.

III. — Sur le probléme des ménages (n° 123).

Nous désignerons par F et H, avee les indices de 1 a », les n femmes ct
leurs maris respectifs; puis, par
L. le nombre des permutations o5 n ménages qui sont conformes a
I'énonce;
qui présentent le seul défant de finir
par 1;

O
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v, le nombre des permutations qui présentent un seul défaut, & Pex.
ception de commencer ou de finir
par 1, ou de finir par n;

qui se terminent par t et ]»rl':scn!eni un
seul autre déflaut.

Supposons que les » ménages soient assis autour de la table dans I'une
des X, dispositions cherchées et que survienne un ménage que nous dési-
gnerons par F,oy et H,y; alors les convives se serrent de manicre 3
ouvrir deux nouvelles places formant un intervalle que nous pouvons ima-
giner situé immédiatement & gauche de Fy. Alors F,. se place dans cet
intervalle, et .si son mari s’y placait, la permutation serait fautive; mais le
mari H,,y peut changer de place avee les » maris, a 'exception de deux,
Hj et celui qui est & la ganche dc Fy. Par conséquent, par cette intercala-
tion, nous obtenons (7 — 2) ), dispositions. Mais on peut encore obtenir
d’autres permutations, conformes & 'énoncé, cn commencant par les per-
mutations fautives de n ménages, que nous avons désignées par p,,
Yny Pn-

't° Supposons que, dans la permutation qui précéde Uarrivée des nouveaux
venus, le mari H; soit ala gauche de sa femme Fy; dans ce cas, le ménage
d'indice (n -+ 1) peut se placer & la gauche de Iy; mais le mari H,. doit
échanger sa place avec I'un quelconque des maris, a I'exception de Hy; on
obtient ainsi (n — 1), pecrmutations des ménages.

2° Supposons que la permutation qui précéde l'arrivée des nouveaux
venus soit une de celles que nous avons désignées parv,, alors le ménage
d’indice (n —+1), se placant & la gauche de Fy, la permutation est fautive;
mais on ne peut la rendre conforme a 'énoncé que par 'échange de Hpyy
avec le mari qui se trouvait a c6té de sa femme; on a ainsi v, permutations
des (n +1) ménages, distinctes des précédentes.

3° Si la permutation qui précéde l'arrivée du (n + 1) ménage est une
de celles que nous avons désignées par 5,, le premier défaut se trouve cor-

" rigé par l'intercalation de F, ; & la gauche de Fy, et le second défaut par
Hpit, qui remplace le mari qui se trouvait a coté de sa femme, tandis que
celui-ci vient se placer entre Fy et F,y; par suite, p, permutations dis-
tinctes des précédentes.

Inversement, sion considére unc permutation quelconque X,y de (21
ménages, conforme aux conditions de Vénoncé, le départ du ménage
(n —+1) conduit a l'une des quatre dispositions que nous avons désignées
par Ay, wy, va et p,. On a donc la formule

(1) hnpr=(n—2)An+ (R —1)tn—+ vy 0n
Pour obtenir d'autres formules;, nous reprendrons la figuration sur un
échiquier de n? cases (p. 215), en désignant par . b, ¢, d, e, los cases

que nous aurons & considirer plus spécialement ( fig. 775, Les permuta-
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tions sans défaut (h,) sont celles qui correspondent au probléme des
n tours placées sur les cases de I'éehiquicr, & lexception des cases de la dia-

essus, et de la case b.

gonale ac, des cases situdes immédiatement au-d
Nous supposcrons toules les cases blanches, & Uexeeption de celles que
nous venons d'indiquer et que nous considérerons comme nodres.

Les dispositions dans lesquelles une tour occupe la case @, etles (n—1)
autlres tours sont sur des cases blanches, ont été désignies par p,: celles
dans lesquelles une seule tour oecupe une case noire aulre que a, b, e,
sont des v,; enfin, celles o0 une tour occupe une case noire autre que a,
b, ¢ et oi, en oulre, une tour occupe la case «, constituent la caté-
gorie pg-

Si nous considérons une des permutations uj, et si nous supprimons
par la pensée la ligne et la colonne renfermant la case ¢, il reste un échi-
quier de (n —1)? cases sur lequel les (2 —1) autres tours forment une

Probleme des wenages.

certaine permutation. Si la case ¢ n’est pas occupce, cette permutation
rentre dans la catégorie J,—y, et si la case e est occupée, elle rentre dans
la catégorie w,—y. On a done

(2) Bn= An—gT Yn-1-

Si nous considérons l'une des permutations v,, elle présente cette cir-
constance que l'une des cases noires, autre que @, b ou ¢, est occupée
pac une tour. Or, par des permutations circulaires des colonnes, pui_s des
lignes de Péchiguier, on peut amener cette tour & occuper la posi[mn_ a
et former ainsi l'une des permutations gp; mais il y a sur Véchiquier

(2n — 3) cases noires autres gue a, &, ¢; on a done
(3) Vo= (2n—3)un.

Enfin, dans une perriutation g,, la case @ est toujours occupee. Sila
case d est occupde, la permutation figurée qui reste lorsque 'on supprime

J
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Ia ligne et la colonne contenant @, appartient 4 la catégorie Pr—1; COMMe
on le reconnait facilement en tournant I'échiquier d'un demi-tour autoyy
de son centre. Si la case d n'est pas oceupée, on peut toujours amener |y
case fautive & occuper cette place extréme par des permutations conve-
nables des lignes ct des colonnes, ce qui donne une permutation w,_:
mais comme il y a (27 — 3) cases noires que 'on peut amener en , on
en conclut la formule

() pr="{(20—3)ppoy~+ pp—y.
Des formules (1) et (3), on déduit
(5) , X,H,l:(n—-z))‘,,-—'-(Sn——.’;)pl,z—i-ic,,.
Au moyen des diverses relations qui précédent, et des valeurs initiales

A3 $P
=2, (p

—

3= 0, V3= 0, fa=1,
:l,

P

on peut former le Tableau des valeurs de Xy, s, va, o pour les pre-
miéres valeurs de n; les différences des h et des g vérifient les formules
(2) et (4), que I'on peut écrire

Aop—y

)\u-—iZAfJ-u—h 2n_3'

Mn—y =

En donnant & » des valeurs successives, on déduit les formules

(6) (n—l))\,M:(n?—n+l)()\n+l,l_1)+nl,,_z,

\

(7) )\IH-‘I = (TL -+ 1))\1:"7‘ 2)\n—1_ (n— 3))*11—2“ )\H—S:

ou n'entrent plus que des A. Enfin, il y a lieu de noter la formule

(8) ‘ Hate = 7 (Bnsy -+ a) + Loey

Les formules et les démonstrations précédentes ont été obtenucs, pour
la premiére fois, par M. Larsaxt. D’un autre cdté, M. C. Moreav, colonel
d’artillerie, qui est parvenu aux mémes résultats; a encore indiqué les for-
mules suivantes. On peut éerive la relation (6) sous la forme

(n=Dlppy—(n+1)(n—1)),— (n=1)h,—y
=_[(n—2)kjl_ n(n— z)xn—l— nln—z];

on peut donc poser

(n—2)ha—n(n—2)hei— )y = K(— )it

‘.-.‘..c-‘-.:....... kirtonicne - v

/
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en désignant par K une constante que l'on trouve égale a4 1. \insi
(9) (n—1) D= (RI— 1) My (R == 1)hp - 4(— 1),
L'observation du Tableau qui contient les premiéres valeure de . con-
duit a poscr )
(10) ' : Ap—2(—1)"= no,,
et I'équation pr-'ér_‘z"d-.‘ntr: doune
(XI) en+|: ne, -+ en-.l—l—Z(—ll)".
La formule (11) permet de calculer rapidement les valeurs de Bn; ona

ensuite celles de X, par la formule

on trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de n,

)\n =6,1— 6,

l 8,. qO""!

()

n.
4 o 2
5 3 ‘ 13
6 3 S0
7 83 | 55¢
8 592 | 4738
9 4821 | 43387

10 43979 439702

11 443613 | 48 gzt

12 4933720 592 16642

13 596 61255 775596313

[ 780531033 109274 34164

15 109870 95719 16 {8064 35783

16 16 55869 66816 | 264 93914 69058
7 266 0378564777 4522 67356 01207

18 4539 20225 68023 81705 64062 21416

19 81971 67847 89193 15 57461 89109 9665

20 15 62001 0335 62688 312 0021 86712 53762

21 31321903 57560 42935 | ... L.l

IV. — Sur les nombres dHAMILTON (n° 81).

Considérons le Tablsau suivant; il est formé d'étages successifs, séparés
par une barre horizontale; dans chaque étage, un nombre quelconque est
égal au nombre placé immédiatement au-dessus, augmenté de tous ceux
qui précédent celui-ci dans la méme ligne. Cette loi subsiste quand on
passe d'un étage & I'étage inférieur, excepté pour les premiéres colonnes

———
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de chaque étage, qui sont formées par la suite naturelle des nombres en-

1 o o 0 o o o
i 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 .6 g
I 9 14 20
6 15 29 49
5 21 50 99
4 26 76 175
3 3o 106 28¢
2 33 139 420 -
1 353 175 394 ..

36 210 804
35 246
34 281 1331

1050

Les nombres d'Hamilton.

tiers positifs et décroissants jusqu'a 1. Les premiers nombres de chaque
étage, que nous désignerons par g, @, @a, @, ..., forment la suite

_  T~1, 1, 2, 6, 36, 86, ...;
si I'on pose '

Sppt= Qo+ A+~ Az ... Qp et Ho=s.+1,

., les nombres renfermés dans le Tableau

90; H.. n. B

on obtient, pour H;, Hy, H;, ..
suivant :

[SE AN

4 09619

837632 06253

35 08125 gob2g 08587 98171

615 34736 87096 57875 85485 22809 27507 75204 33167

O O Nl O O

—

i
|
|
|
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Les nombres H, que M. Syvivesten a appelés nombres d' Hamilion,
jouent un trés grand role dans la théarie des Giuations (1),

Le calcul des nombres du Tableau précédent a ¢té effectué au moven
d'une formule trés remarquable, due & M. J. Hiwnvoxp. ’

Soit
1+ 4+ x4 2P+ a4 = gy(T),
27 + 324 4P+ 5@V ... = g (2), -
62+ 327+ 29zt ... = g (1),
36x? + 2107 +— ... = g3(7),

et ainsi de suite; en général,

Auxt 4 Dpan+l o cpat+? L d,an+d | = alx).

On multiplie go(z) par le développement de la puissance de (1 — )
d’exposant égal & — a,; si 'on compare le résultat au développement de
Zn+1(7), en tenant compte de la loi de formation,

ap(a,—+1)
Apyy = bp ——"—,
1.2
) aplay+1)(2a,-=1)
bpr=cy+—a,b, + ;

1.2.3
az(a, —1){a,+~2)(3a,+1)
2.3, 4 ’

Covy = dp -+ apc, +

an a
rn—1t

&nlz)

(I—:L‘)“‘n— (1— )31

Enri(z) = +zn-1(1—7z).

Multiplions les deux membres par (1 — )%, il vient

("—-’1’)5"*‘.4’/:-«\—:(»?)—’:'—T)’"é’n(z)

— _z-n—l(‘[ — _r)s,.,ﬁ-l — gn-l (l __7;/3,,4-! R

Remplacons successivement n par o, 1,2, ...., (n—1), et ajoutons les
identités obtenues; il vient, aprés quelques transformations,
(1= &) ga(Z) — (1 — &)t 2= (1= ) — 2=1 (1 — g)owt 1
— .r"—f(l J— I)s,ﬁ—? ST ‘1-n—v3U — _r)s,,_.+2 o= o s
B B e AT - A et H

(') SYLVESTER, Sur les nombres dits de Hamilton. Congreés de Toulouse,
1887, p. 165. — SYLVESTER el l[.k..\[.\ll)ND,' On Hamilton’s Numbers, dans les Phi-
losophical Transactions, vol. CLXXVIIL, p. 285-312, et vol. CLXXIX, p. 63-71.
Londres, 1837.

E. L. — L 32
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En égalant les coefficients de z# dans les dcux membresz, on obtient
ainsi la formule de M. Hayaoxp

H,(H,—1) - ”"7}(””—1 — D (Hyq—2) o

Hyioy —1= ) R 31
%1 e
o — 1)n+t H'(H'_l)(n'_'))"'(Hl_n).
Z F (n+1)

En multipliant les deux membres de I'identité précédente par (1— ) et
en identifiant les coefficients de 27, on trouve, aprés avoir posé /, =, + 1,
la formule donnée par M. SyLVESTER

(_ l,,_‘—!— ln—?(lzllr!_l) —_ . -%'(—-l)“ 10(10_1)",‘1’5[0_11 +l) =0

ou, en se servant de la notation des combinaisons,

1 2 a
1—GCy,_+GC; —C) +....=o.

n-—1

V. — Sur les réseaux d’'un quinconce (n° 190, Ex. 7).

Quelles que soient les dimensions du quinconce, on peut en séparer tous
fes sommets par deux séries de lignes paralléles ( fig. 78), et de telle sorte
que chaque sommet occupe le centre d’un carré formé par le réseau des
deux systémes de paralléles. Puisque tous les sommets du réseau sont
des points d’ordre pair (2 ou 4), ce réseau peut toujours étre décrit d’un
seul trait (n° 39); mais, conformément a I'énoncé, les lignes des deux
systémes de paralléles doivent étre décrites d’un seul trait continu. Soient
p et g les nombres des points contenus sur les cotés AT et AG du rec-

angle; de plus, stpposons p et g premiers entre eux; sur la figure on a
p=5betg=7.

Supposons que la figure soit repli¢e autour de la ligne HL, puis que
Pon replie de nouveau la figure autour du coté inférieur, et ainsi de suite;
on forme donc de deux en deux le méme dessin et de deux en deux des
images du dessin. Cela posé, en partant de A, on décrit le chemin AB en
descendant de p lignes, puis le chemin BCD, dont on remplace la partie
CD par sa symétrique, de maniére a descendre toujours entre les deux
cotés AG et TM du rectangle. En partant du coté gauche, pour y revenir
aprés réflexion sur le coté droit, on descend donc de 24 lignes sur I'échi-
quier indéfini. Pour obtenir les numéros des points de brisure sur &G
ou son prolongement, on forme donc la progression arithmétique, de

raison 2 p,
o, 2p, 4p, Gp,

Mais si I'on veut obtenir les numdros correspondants sur le rectangle
primitil de la figure, on prend les restes de ces nombres par 2¢; alors

&
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(ll(?ux €as peuvent se présenter, suivant que le reste ry toujours pair, n
e i ) < dii, H
epasse pas (¢ —1) ou est plus grand que (¢ —1); dans Je premier cas

on 2 T en : i
conserve le reste obtenu, car le numéro de brisure correspond 4 nn
: i

—

N
el
<
o)
a

- e .
u:tarzglye de méme orientation que le rectangle primitif; dans |e second
cas, si 'on a ‘

r>qg—i,

le point de brisur ouy
risure se trous ‘métri i
i ‘ | e dans un rectangle symétrique du premier;
4l0ts on remplace » par son complément 2 (2g —1)
Ainsi, dans Vexemple, on forme les nombres -

0, 10, 20, 30, jo, Jo, 6o, =-o:
les restes par 14 sont -
o, 1o, 6, 2, 12, 8 4, o.

On conserve les restes o, 6, 2

» 4 etlon remplace les autres var leur
) o o ’ k S rs
compléments a 13; on a ainsi :

0, 3, 6, a2, L, 5 4 o.

\



