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ALGEBRE HOMOLOGIQUE, -~ Catégories doubles et catégories structurées.
Note (*) de M. Cusnres Enresuasy, présentée par M. Jean Leray.

Définition des catégories structurées; cas plus particulier des catégories doubles,
lesquelles admettent pour catégorie quotient une catégorie de quatuors.

1. CATEGORIES DOUBLES :

Définition. — Nous appellerons catégorie double une classe € munie de
deux lois de composition, notées . et &, vérifiant les conditions :

1. (G, .) est une catégorie, notée € ; les unités & droite et & gauche
de f€C" seront notées « (f) et 3 (f) respectivement, la classe des unités, C;:

2. (G, 1) est une catégorie, notée €L ; les unités de fE€CL seront
notées ol (f} et 3L (f), la classe des unités, Ci: ’

3. Les applications z et 3 (resp. =L et 3!) sont des foncteurs de C!
vers CL (resp. de & vers C');
4. Axiome de permutabilité : Si les composés k.h, g.f, kig et hif
sont définis, on a
Chohyrig fr==1ikrg). (L.

Soit € une classe munie de deux lois de composition . et 1 vérifiant
les axiomes 1 et 2; considérons les axiomes suivants :

3. C, (resp. Cl) est stable relativement & 1 (resp. & .);

4'. Si les composés k.h, g.f, k1g et hif sont définis, alors (k.h)1(g.f)
et (k1g).(h1f) sont définis et égaux.

5. Pour tout f€C, on a

a(od(f))=ak(x(f)0  B(BL(f))==B34(5(/)):
2BL(fN=8L(a(f)). al(B()=73(al (/).

ProrostirioN. — Pour que (C, ., 1) sott une catégorie double, il faut et
il suffit que les conditions 1, 2, 3', &', b soient vérifiées. Dans ce cas,
C, (resp. C,) est une sous-catégorie de C" (resp. C1).

Une sous-catégorie double d’une catégorie double € est une sous-classe ¢’
de € qui est une sous-catégorie de € et de G ; alors C’ est une catégorie
double pour les lois de compositions induites par . et L.

Définition. — Soit C une catégorie double; on appelle idéal & gaucke
(resp. & droite) de CL une sous-catégorie I+ de C! telle qu’on ait
C.IL =T! (resp. I1.C=1TI1), ou C.IL (resp. I1.€) est la classe des
composés f.g (resp. g.f), g€ I et f€C. On définit de méme un idéal de C°.
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ProrosrtioN. — Soit C une catégorie double; un idéal 1+ & gauche de C*

est une espéce de structures (*) au-dessus de €' pour la lot de composition :

{f, 8) —~ f.g si, et seulement si, f.g est défini, o fE€C et g€IL. La caté-

gorie & (1Y) des hypermorphismes () correspondante est une catégorie double
pour les lots de composition :

(ffo2(fgey=(ff 8
si, et seulement si, g = f.g et
(fagha(figy=fafigrg

si, et seulement si, {1 f et g' L' g sont définis.

2. CATEGORIES DOUBLES DE QUATUORS. —— Solent &, et C; deux caté-
gories ayant méme classe d’unités A. Soit O (C., ) la classe des quadru-
plets : (g:, g0, [, f2), ot L E€C;, g €C;, L = 1, 2, tels que :

i fiy=m 2 (fa): %)== B0 i) Sifir= (g 3(g1)=H (g2
Sur O (Cy, €)), on définit les deux lois de composition :
Multiplication longitudinale :
(8 & 11 Ju )m(z‘?-’ g L) (8 8 & [ o)

si, et seulement si, f, = g.;
Multiplication latérale :

B & LSO G e S L) =8 g g0 o [ o

si, et seulement si, f, = g..

Prorosition. — [ (Ca, C,) est une catégorie double pour les multipli-
cations longitudinale et latérale. :

Supposons € = C; = C,; rappelons (') qu'un quatuor de C est un
élément (go, g1, f1, f2) € O (C, ) tel que gifs = gfs.

CororrLaire. — La classe [OC des quatuors de C est une sous-catégorie
double de I (C, C).
TatoriMe. — Soit C une catégorie double; alors €' admet pour catégorie

quotient (') la catégorie longitudinale []](C,, CL), otu C; (resp. CL) est munie
de sa structure de sous-catégorie de Ct (resp. C).

3. FONCTEURS VERS UNE CATEGORIE DOUBLE. — Solent I' une catégorie
et € une catégorie double; soit F (¢, T) la classe des foncteurs de T
vers C'.

ProrosrTioN. -— F (€, T) est une catégorie pour la loi de composition
(@, ®) > D 1D, on (D'1®) (f) = " (f) L P(f) si, et seulement si,
D' ()1 D (f) est défini pour tout fEC.
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Définition. — Soient € et €, deux catégories doubles; on appelle foncteur
double de € vers C; une application ® de C dans C, telle que ® soit un
foncteur de € vers €| et un foncteur de CL vers G!. La classe des fonc-
teurs doubles de € vers €, sera notée F (C,, C).

Prorvosrrion. - & (G,, C) est une sous-calégorie de F (C., C') e
de F (CL, CL); munie des deuz lois de composition induites, F (C,, C) est
une catégorte double.

Prorosition. — Sotent € et € deux catégories; la catégorie longitu-
dinale 9C(C’, C) des transformations naturelles (*) entre foncteurs de C vers €’
s'identifie a la catégorie & ([1C', @, en identifiant la transformation natu-
relle (%', =, 2) au foncteur & tel que

A=A ) BN (2 () e N
pour toul f€C.

Par suite, si (€, €4} est une catégorie double, un foncteur € d’une
catégorie I' vers C° peut étre considéré comme une transformation natu-
relle généralisée de al @ vers BL®. Nous verrons une autre généralisation
des transformations naturelles {catégoric double des quintettes) dans une
publication suivante.

4. CATEGORIES STRUCTUREES. Soit M, une classe de classes, conte-
nant avec X toutes ses parties, avec X et X' le produit XX X’'; soit M
la catégoric de toutes les applications de X vers Y, ot X €I, et YEJN,.
Soit {JN, p, K, ) une cétégorie d’homomorphismes ('}, $ conienant le
groupoide des éléments inversibles de X : soit K. la classe des unités de K':
on identifie h€ K avec (3% (), p (h), #* (R)).

A

Définition. - - On appelle catégorie structurée dans K un couple (€, s,
ot € est une structure de catégorie sur C€M,, s€ XK, et p (s) ==, véri-
fiant les conditions suivantes :

10 11 existe s, € K, tel que :

pls)=¢;. (s, fns S )E K. (59, %, Y EX et {5, B,5)€X,

ou i.; est 'injection canonique de €, vers €, « et 3, les applications source
et but dans €.

29 Il existe un produit s s dans K, tel que p (sXs) = € X €; si K est
la sous-classe de € X € formée des couples composables, il existe s’ €<,

tel que
p(sy=K el (s X s, ix, Y E XK.

30 x désignant l'application (g, f) — g.f de K dans €, la relation
(sXs, ix, ') €K entraine (s, x, sy € XK.

Ezxemple. -— Une catégorie structurée dans %, ot © est la catégorie des
topologies, est une catégorie topologique (*). '
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(i)
Tutorime. Pour que (€7, CL) soit une catégorie double, il faut et il
suffit que (€7, CLy soit une catégorie structurée dans la catégorie T des fonc-
teurs d'une calégorie vers une autre; dans ce cas, (€L, C'j est aussi une

catégorie structurée dans ¥ fla structure sur € est C4),

(*) Séunce du 98 janvier 1463,
(') Iispéces de struclures locales; élargissements de calégories, Séminaire Top. et Géo. Diff.

(ichresmanny, TH, Paris, 1461 ; Jahres, Deulsch. Math. Ver., 60, 1957, p. 49.
() Calégorie des foncteurs types. Rev. Un, Mal. Argenling, 20, 1960, p. 194.
(7) Calégories lopolvgiques el caléqories différentiables, Coll. Géo. Diff. Glo., Bruxelles,
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