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T�U
V�W�XZY�[M\�W(]_^H` acbcdZe fhg
iNjRk�lmfhj�dhiNeon�e pZfhjHqsr�dZbHt
^Ht�e ` eopufhjcqsdh^Hn�k�bcive phlHqsj�nwr�`x^zy�jcqsr
^zd{y�bcncfhdh^zf|qsph^Hn�p{t�dh^Hn�y}g�j|iNj�ncf|q�aH`obH~�fhbcn�q
r�dZbcacdh^HiRiv^zfhe bcnRk���n
^Hive ��~�jcq�k�e ��e phj�dFr�bc~�d�dZl�acn�j�d�q�dZl�y�~�dZpZe ��e fhlcq�r
^zdZy�bc~�dZp�j�n:r�dZbH�Mbcn�k�j�~�d�q�jmn�`o^HdZacjm~�d�q�phj�ncfhe n�j�` `oj
�R\�W�����\�]_��jvyQg�^Hr�e fhdZjRk�l�y�dZe f{��~�j�` ��~�jmp�fhj�y}g�n�e ��~�jmp�^z`oaHbcdZe fhg
iNeo��~�j�p�jmf{ivlQfhg�b�k�j�p�k�jvr�dZbHacdh^civiv^zfhe bcn*�Mbcn�k�^ciNj�n�f}^z`ojmp|q
ph^Hn�pFr�dZlQfhj�n�k�dZj��mfhdZj�jm��g
^H~�pZfhe ������g�^H��~�j�y�bcn�y�j�r�f�j�puf�e `o` ~�pZfhdZl�r�^HdF~�n�jQ��j|iNr�` jc�

� ���������F���¡ ���¢£���

¤ �<��¥�¦#§©¨�ª¬«�¨����§®��¥|¨¯¦�°®��±(�©±|²�«�¨�¥|²�³¬��´�¦#�hµ � ±|¨¯¶
��¨�´®��§®�6�£�·´®��¦�¨�� ´.§Fµ£¸��
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�*º�»½¼���±�¦H�
¨�´®¥
��°®¦���°®±|¥�«�¨¯¦���´�¦�¾{°®«���¨�§®�À¿�Á ��±|¥�Â�� �À�cÁ��
´�¦NÃ®»x¼:»oÄ���¦
¥|��´1�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�@§©�(«��
��«�°©��§®°��®��°®¥À� ±z�
´®§·«���³¬¶
³�°®´6§®¨�Ás¨�¥|��°®±�Å�³Æ�
¨�¥*���w³(��¦#¸��
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�½ºÇ��¥�¦
¥z��´©¥#§®� °�¦��6�
�®�_�
±|°ÉÈ©¨���´,���©±|Ê�¥��{§Fµo�
°�¦�±|��¥��
°�¶
¦���°®±|¥����´®¥|��´�¦�Ë�°®�6«�µ ��¥�¦Ç°®´®�·§®²�Ì�� ±|³Æ��¦�¨�� ´,§®°
´®� ³Í§®°Î³Æ��¦�¹®²�³#��¦�¨�«�¨���´�Ï:��ÐÑ¹�ÒR�
±|¨�Ó�³(¨�¨hÅ�Ë�°®¨{�
Á ²�«�°Ç�
° ¤QÔ

e
¥|¨�Ê�«���� »

Õ ��°�Öm� °®±|¥���¥�¦|¶h¨���Ë�°®���£�N´©�
¦�¨���´Ñ§Fµo������� ±|¨¯¦�¹©³¬�{�
«�� ´®´�°¬°®´(��¥|¥|� ±��
° Ô:Ô

e
¥|¨�Ê�«����½��Á ��«R�hµo���©�_�
±|¨¯¦�¨�� ´

§®��¥¡� ±|§®¨�´���¦���°®±|¥�»�×:´w�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(����¥�¦¡��´���Ø���¦�°©´®�
Á ��±|¥|¨�� ´¸���²�´®²�±|¨£Ë�°©��ºÑ§Fµ °©´��®±|� � ±z�
³¬³¬�{Ù�§®¨¯¦��
°�¶
¦�±|��³¬��´�¦�Å½°®´Ú�®±|� ��±z�
³(³¬�·��¥�¦�°©´®��§©²�«���¨�´_�
¨�¥|� ´
§Fµ °©´������� ±|¨¯¦�¹©³¬�<§���´©¥v°®´Û�£�
´®���
� �:§©���®±|� � ±z��³¬¶
³Æ��¦�¨�� ´w§®� ´®´®²�»�Ü���±z�
§®��Ý©�
����³(��´�¦�Å
¨���´Fµ �cÝ�¨�¥�¦��v�_�
¥
§®�ÎÁ�²�±|¨�¦H��È©���Î¥�¦H�
´®§_�
±|§Ú��� °®±�§®²�«�±|¨�±|�·����¥��
��� ��¶
±|¨¯¦�¹®³¬��¥{¿u°®´®�{¥|��±�¦��{§®�{�£�
´®����� ��°©´®¨¯Á���±|¥|��� «�� ³(³¬�
�hµ ��¥|����±z�
´�¦��sÄ�Ùv¨���¥¥|� ´�¦�°®¥|°©��������³¬��´�¦Ç§®²�«�±|¨¯¦�¥��´
¸½�®¥|��°©§®��¶h«��s§®�:º�Å��®±|�s«z¹®��§Fµ °®´�����´©���
� �À§®���®±|��¶
��±z�
³(³Æ��¦�¨�� ´FÅ�³#��¨�¥�¥z�
´®¥�Ì�� ±|«�²�³(��´�¦���´@±|��¥|����«c¦���±
�£��¥�Þ�´�¦H��Ý�� »

¤ �©��¥�¦�¨�³¬��� ±�¦H�
´�¦{§©�½È®¨���´(«�� ´®´_��ß�¦�±|�½����¥{�®±|¨�´�¶
«�¨��_�
����¥>¦���«z¹®´®¨£Ë�°©��¥!�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(¨�Ë�°®��¥,�@«���������¥�¶h«�¨
����±|³(�c¦|¦���´�¦<��´���Ø���¦:°®´®��³Æ�
´®¨��©°®�£��¦�¨�� ´��ª¬«��
«��
§®��¥Æ¥�¦�±|°®«c¦�°©±|��¥Æ§®�§®� ´®´©²���¥#«��£�
¥|¥|¨�Ë�°®��¥Ç¿�Á�� ¨�±(���
«z¹_�
�®¨¯¦�±|�.à�à�¸¬á�¦�±|°®«�¦�°®±|��¥·§®�!§®� ´®´®²���¥�º©ÄH»*â���¥
³¬²c¦�¹©��§©��¥�§©�{�®±|� � ±z�
³¬³Æ��¦�¨�� ´ÀË�°_�
´�¦�ãR��������¥�����±�¶
³¬�c¦|¦���´�¦�Å���� °®±½°®´�®±|� È®��Ê�³¬�*§©��´©´®² Å®§©�*¦�±|��°®Á ��±
°®´®�Î¥|����°�¦�¨�� ´.³¬��¨�������°®±|� Å��®��°®¥��ª¬«��
«��Î� °,�®��°®¥
��¥�¦�¹®²�¦�¨�Ë�°®� »

ä å{æs �ç��¡¢�è��Fæsé¬ê�ë£ì_���
¢��
ç¡í�¢�è��Fæsé
�»¯�îÏ:��� � ±|¨¯¦�¹®³¬��¥v§®²c¦���±|³¬¨�´®¨�¥�¦���¥�Ås�©±|��È���È©¨���¨�¥�¦���¥

×:´��
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�R��¥�¦N§®¨�¦*ï�ð�ñ}òcóHô@õ£ö©õ£÷Hñ}ò{����±|¥�Ë�°®�
¥|� ´ø«���³(��� ±�¦���³(��´�¦É§®²�����´®§ø°®´©¨�Ë�°®��³(��´�¦.§®��¥
��´�¦�±|²���¥�»�×:´®�Æ«��£�
¥|¥|�#¨�³¬��� ±�¦H�
´�¦��Æ§Fµo������� ±|¨¯¦�¹©³¬��¥
´®� ´ù§®²�¦���±|³¬¨�´®¨�¥�¦���¥���¥�¦ú«��������û§®��¥!�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥
ü ó|ý�þzÿ�þ�õ��xõ£÷Hñ}òH÷HÅ�§®� ´�¦(�hµ ��Ý�²�«�°®¦�¨�� ´>§©²�����´®§ú§®���_��¶
±z�
³¬Ê�¦�±|��¥Û�
��²���¦�� ¨�±|��¥Æ� °É�®¥|��°©§®��¶Q����²���¦�� ¨�±|��¥�»��<´
§®¨�¥�¦�¨�´®� °®� §®��°®Ý � ±z�
´®§®��¥,¥|� °®¥�¶h«��£�
¥|¥|��¥,§Fµo��������¶
±|¨¯¦�¹®³(��¥R�®±|� È_�
È®¨���¨�¥�¦���¥*�

� ����¥��
��� ��±|¨�¦�¹®³¬��¥��6ý�ö©ñ}ò��{ÿ�ó	�¯ý�Å*��
 « µ ��¥�¦
�hµ �cÝ©�
«c¦�¨¯¦�°©§®�{§®°w±|²�¥|°®�¯¦H��¦�Ë�°®¨���¥�¦{�
��²���¦�� ¨�±|� Å
³Æ�
¨�¥À§®� ´�¦����¬¦���³¬�©¥Ñ§®�Æ«��
��«�°®����¥�¦�§®²c¦���±�¶
³¬¨�´®¨�¥�¦��@�

Õ ±|¨�Ç� ´�¦���¼v�
±|���©»
� �_������æ�� ��¨�¥�¦��

[a1, . . . , an]
»

� ������¢£æ�� ��¨�¥�¦����®±|��¥�Ë�°®��¦�±|¨�²�� »
� ���¡� i← 1 � n2 � ê�¢£��æ
j ← rand(1 . . . n− 1)é�¢

aj > aj+1

ê�ë£����é
� «H¹_�
´®� �

(aj , aj+1)� �
´®¥��hµo������� ±|¨¯¦�¹©³¬��«�¨¯¶h§®��¥|¥|°®¥�ÅN����´®� ³wÈ®±|�
§Fµ ¨¯¦�²�±z��¦�¨�� ´®¥#��¥�¦��®Ýs²Îã

n2
Å�³#��¨�¥Æ�£�·��¨�¥�¦��

±|²�¥|°©�¯¦H��¦R´Fµ ��¥�¦<�_�
¥RÌ�� ±|«�²�³¬��´�¦v¦�±|¨�²�� »
¼���±�¦H�
¨�´©¥Û�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬��¥(§Fµ ¨�´�¦�²�� ±z�
���Ç´�°®³(²c¶
±|¨�Ë�°®�>³�°®��¦�¨�§®¨�³(��´®¥|¨�� ´®´©�������·°�¦�¨���¨�¥|��´�¦�§®��¥
��� ¨�´�¦�¥w¦�¨�±|²�¥@�
��²���¦�� ¨�±|��³¬��´�¦#��«��#¥|� ´�¦(§®��¥
�
��� � ±|¨¯¦�¹®³¬��¥��Ç� ´�¦��w¼v�
±|���©»

� ����¥·������� ±|¨¯¦�¹©³¬��¥��¡ÿ
÷��©ò! �ÿ
÷HÅ��"
 « µ ��¥�¦Î���
¦���³(�®¥¬§©�«��
��«�°®�½Ë�°®¨½��¥�¦Û�
��²���¦�� ¨�±|��Å�³#�
¨�¥
§®� ´�¦<���*±|²�¥|°®��¦H��¦½��¥�¦R¦�� °
Ö�� °®±|¥R��Ý©��«�¦Ñ�

Õ ±|¨Fâ��
¥�#������
¥�»
� �_������æ�� ��¨�¥�¦��

[a1, . . . , an]
»

� ������¢£æ�� ��¨�¥�¦��:¦�±|¨�²�� »
i← 1��ê��_�ÆèF��æ

i < n � ê�¢���æ�
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� �������	�	
 ��	�������������
 �	�	��
 ��	������������� ����! ����! �#"���� �$�%�����&���	
 ���

j ← rand(i . . . n− 1)é�¢
aj 6 aj+1

ê_ë£���
é
é�¢

j = i
ê�ë£����é

i← i + 1é�¢u�����('
aj > aj+1 )� «z¹_�
´®� �
(aj , aj+1)é�¢

j = i > 1
ê�ë£����é

i← i−1¼�� ´�¦�±z�
¨�±|��³¬��´�¦v�
°·¸N¦�±|¨ �Ç� ´�¦��Ñ¼v�
±|���*º�Å����(¸�¦�±|¨
â��
¥ #{�����
¥Rº��®±|�s§®°®¨�¦@¦�� °
Öm� °®±|¥¬°®´©����¨�¥�¦��#¦�±|¨�²�� »
¾{´Î��Ø���¦�Å�� ´Î����°�¦*Á�²�±|¨ �®��±*�hµ ¨�´�Á �
±|¨£�
´�¦*¥|°©¨¯Á �
´�¦(�
����¥1²���²�³¬��´�¦�¥

a1, . . . , ai

¥|� ´�¦ú¦�±|¨�²�¥>����±1� ±|§®±|�
«�±|� ¨�¥|¥z�
´�¦�»�â¡� ±|¥�Ë�°©�

ai

��¥�¦Û²�«z¹_�
´®� ²·�cÁ���«
ai+1

Å
��� ¥|� °®¥�¶h��¨�¥�¦��

a1, . . . , ai−1

±|��¥�¦��,¦�±|¨�²���Ù@¥|¨�´®� ´FÅ
����±|¥�Ë�°®�

ai 6 ai+1

Å��
��� ±|¥
a1, . . . , ai+1

��¥�¦:¦�±|¨�²�� »
¤ � ±|��¥�¦��{ã�Á�²�±|¨ �®��±�Ë�°®���}µ �
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�¡¦���±|³¬¨�´©� »�á�¨ ���
� ²�´®²�±z��¦���°©±R�
��²���¦���¨�±|�<��¥�¦½°®´®¨�Ì�� ±|³¬��Å�¨�� �©´®¨�±z���_�
±
�©±|��§©°®¨�±|�

j = i
»�Ï:��� ±|¥w§®�Û§®��°�Ý�«H¹®� ¥|��¥@�hµ °®´®�6�

¥|� ¨¯¦
aj > aj+1

��¦½���Ñ´©��³wÈ®±|�À§Fµ ¨�´�Á���±|¥|¨�� ´®¥½§©�Ñ�£�
��¨�¥�¦��Ç§©¨�³¬¨�´s°®�Ç¥�¦�±|¨�«c¦���³¬��´�¦�Å{¥|¨�´®� ´

i
�
°®� ³(��´�¦���Å

«��ÎË�°®¨*´®�·����°�¦¥|�ÎÌZ�
¨�±|�6¨�´®§®² �®´®¨�³(��´�¦�»Ñ¿}á�¨*��´
±|��³¬�®����«��

j ← rand(i . . . n − 1)
�_�
±

j ← i
Å�� ´

±|��¦�±|� °�Á��*����¦�±|¨F�_�
±R¨�´©¥|��±�¦�¨�� ´F»xÄ
×:´&�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�>±|����¨£�
´�¦Î§®��°�Ý ´+*Ñ°®§®¥·§Fµ °®´

� ±z�
�®¹®�v«���´©´®�cÝ�� Å
��´@«z¹®� ¨�¥|¨�¥|¥z��´�¦�§®��¥{��±�,�¦���¥��
��²���¶
¦�� ¨�±|��³¬��´�¦�Å���¥�¦w�
°®¥|¥|¨�§©�¬¦QÞs���¬â��
¥�#{�����
¥�ÅF�®°®¨�¥�¶
Ë�°Fµ ¨�� �®´®¨�±z���_�
±N¦�±|��°®Á ��±v����´+*Ñ°®§Û«�¨�È®����Å®��°�È�� °�¦
§�µ °®´ ¦���³(�®¥§®�Î�_�
±|«���°©±|¥²cÁ���´�¦�°®��������³(��´�¦Û¦�±|Ê�¥
� ±z�
´®§F»

�»o Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥v±z�
´®§®� ³¬¨�¥|²�¥
×:´¬�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬����¥�¦�§®¨¯¦vó�ÿ�ö_ï�ý�ô@õ£÷cð¡��� ±|¥�Ë�°Fµ ¨��®�

²�¦�²�³(��§©¨ �®²���� °®±�,c¦�±|��¨�´®¥|��´®¥|¨�È®���@ã(�£�(§®¨�¥�¦�±|¨�È®°�¶
¦�¨���´Û§©��¥|��¥R��´�¦�±|²���¥�»�Ü{±|��´©��´©¥v�hµ �cÝ���³(�®���:§®°Û¦�±|¨��
����®��°®����±�¦@§®��¥¬�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥À� ´�¦@°©´�«���³(��� ±�¦��c¶
³(��´�¦w�cÝs¦�±�,�³(��³¬��´�¦ÀÁ �
±|¨£�
È®���(¥|°®¨¯Á �
´�¦w�£����¨�¥�¦��#ã
¦�±|¨���±�»sÏ:¨�´®¥|¨hÅs���:¦�±|¨�����±R¨�´®¥|��±�¦�¨�� ´Û��¥�¦v¦�±|Ê�¥R±z�
�®¨�§®�
����°©±�°®´®�@��¨�¥�¦����®±|��¥�Ë�°®��¦�±|¨�²�� Å���� °®±��£��Ë�°®�������@��°
«�� ´�¦�±z�
¨�±|�R���v¦�±|¨©±z�
�®¨�§®��¿�-	.sõ0/21�÷�ý�óHñ|Ä���¥�¦{¦�±|Ê�¥{����´�¦�»

×:´#�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�v§®�R¦�±|¨©±z�
´®§®� ³(¨�¥|²R«�� ³¬³¬��´®«��
����±�����±|³w°�¦���±�§®�NÌZ�3�� ´¬����²���¦�� ¨�±|�{�£�<��¨�¥�¦���§©��´©´®²��
��´¬��´�¦�±|²�� »�Ï:¨�´©¥|¨hÅ�Ë�°®�������RË�°®�R¥|� ¨¯¦{�£�:§®¨�¥�¦�±|¨�È®°®¦�¨�� ´
§©�(«��c¦|¦��(��¨�¥�¦���¿u�®±|��¥�Ë�°®�¬¦�±|¨�²�� Å�¦�±|¨�²��¬��´Î¥|��´®¥À¨�´®¶
Á���±|¥|� Å®��°ÇË�°®����«�� ´©Ë�°®�
ÄHÅs���*«��54�¦wòcö�ô(ý76 ò�ö©ö�òÑ§®�
�}µ �
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥|��±z�½���N³8,�³(� Å��®°®¨�¥�Ë�°®�N�£�½��¨�¥�¦��{����±�¶
³w°�¦�²��*¥|°®¨�¦½°®´®�Ñ§®¨�¥�¦�±|¨�È®°�¦�¨�� ´Û°®´®¨�Ì£� ±|³¬��»

Õ ±|¨F±z�
´®§®� ³(¨�¥|² »
� ����� ��æ�� °®´©����¨�¥�¦��

l = [a1, . . . , an]
»

� �����
¢£æ�� ��¨�¥�¦���¦�±|¨�²���»
Õ ±|¨��

(permute(l))
»

Õ � °�¦���Ì£� ¨�¥�Å<�£�!��¨�¥�¦�������±|³w°�¦�²�������°�¦6«�� ±|±|��¥�¶
����´©§®±|�@��°��®¨�±|��§®��¥<«���¥w�_����¸½±z�
´®§©��³(¨�¥z��¦�¨�� ´(º
´�µ ��§©��´©«�§Fµ ��Ø���¦RË�°®��¥|°®±R���:«��54�¦R³¬��Þ���´Û§®���}µ �
�¯¶
� � ±|¨¯¦�¹®³(�:9

�»oÂ Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥N����±½«�� ´�¦�±z��¦
� �
´®¥�«���±�¦H�
¨�´®¥�«��
¥�Å�� ´@§®¨�¥|��� ¥|�R§®�R±|��¥|¥|� °®±|«���¥

��¨�³¬¨¯¦�²���¥½� ¦���³¬�©¥�§©�@«��
��«�°®����¦c��� °Î��¥|�_�
«��@³¬²�¶
³(� ¨�±|� � ��� °®± ¦�±|� °�Á���± °©´®� ±|²���� ´®¥|� ã °®´
�©±|��È©��Ê�³(��§®� ´®´®² »Ñ¼:µ ��¥�¦6�£�û�®±|� È®��²�³Æ��¦�¨�Ë�°®��§®°
¸�¦���³¬�®¥Û±|²�����º�Å�����±Û�cÝ���³(�®������� °®±Û°®´�Ö�� °®��°©±
§�µ ²�«z¹®��« ÅF¦�±|� °�Á���±À��´·³(� ¨�´®¥À§®�(«�¨�´©Ë�³¬¨�´�°®¦���¥À���
³(��¨�������°®±À«�� °®��»�×:´®�#Ì�� ¨�¥����(¦���³¬�®¥w¨�³¬�_�
±�¦�¨{§©²c¶
����¥|¥|²�Å����½±|²�¥|°®��¦H��¦�´Fµo�Ñ�®��°®¥v�
°®«�°®´©�RÁ��
����°®±�Ås�
°®¥|¥|¨
È���´ Ì;4�¦|¶h¨��h»*×:´ù�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(� ü ÿ�ó</�ý�ö©ñZó|ÿ�ñ¬¦�¨���´�¦
«�� ³¬��¦��<§®�:�£�Ñ��¨�³¬¨�¦��R¨�³¬��� ¥|²��½����°©±����®¦�¨�³¬¨�¥|��±{�£�
±|��«z¹®��±|«z¹®��» �<´ú��� °®±|±z�Î�
¨�´®¥|¨hÅ�����±¬��Ýs��³¬�®��� Å���¥�¶
¥z��Þ���±v§®�:¦�±|� °�Á���±N°®´®���©±|��³¬¨�Ê�±|�<¥|� ��°®¦�¨�� ´Æ����±v°®´
�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��±z�
�®¨�§®��³#�
¨�¥��_�
¥¡Ì£� ±|«�²�³¬��´�¦¡���®¦�¨�³Æ�
�hÅ
��Á���´�¦½§®�*�£�
´®«���±R°®´®�Ñ±|��«H¹®��±|«H¹®�Ñ�®��°©¥R«��54�¦���°©¥|� »

â{µo�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬� «�¨¯¶h§®��¥|¥|� °®¥ù¨�����°®¥�¦�±|� �£� �®±|��¶
� ±z�
³¬³#��¦�¨�� ´ �_�
±,«���´�¦�±z��¦�»á�� ¨¯¦

A
°©´ �
±|È®±|�

§©�û§®����±|².Ë�°®����«�� ´©Ë�°®��ÅÑ§®� ´�¦1«z¹_��Ë�°®�É´+*Ñ°®§
n«�� ´�¦�¨���´�¦<°®´®��«���²Ñ��´�¦�¨�Ê�±|�

k(n)
Å_�c¦:§®� ´�¦���´ÇÁ���°�¦

«H¹®��±|«H¹®��±�°®´®�N���c¦�¨¯¦��N«���²N��´w°©´w¦���³(�®¥�¨�³¬�_�
±�¦�¨
T
»

â�� ¥|¨�� ´®¨ �©«���¦�¨�� ´ §©��¥ÉÁ���±|¨���È©����¥É§®� �hµo��������¶
±|¨�¦�¹®³¬�Ñ��¥�¦<���@¥|°®¨¯Á �
´�¦��#�

l
��¥�¦:�£�@��¨�¥�¦��Ñ§©��¥<¥|� °®¥�¶

�
±|È®±|��¥(±|��¥�¦H�
´�¦Ûã�¦�±z�
¨¯¦���±�Å
kmin

��¥�¦(�£���©��°®¥(����¶
¦�¨�¦���«���²�¦�±|� °�Á�²���Å

t
����¦���³¬�®¥�«�� °®±z�
´�¦�Å

n
�}µ �
±|È®±|�

«�� °®±z�
´�¦:Ë�°Fµ ��´��
¥|¥|¨�³¬¨����Ñ�
°Ç´+*Ñ°®§Ç±z�
«�¨�´©�Ñ§®�Ñ«��c¦
�
±|È®±|��»�â���¥wÌ�� ´®«c¦�¨���´©¥w§®²�È®°�¦¬�c¦@±|��¥�¦��Û±|��´�Á�� ¨���´�¦
±|��¥|����«�¦�¨¯Á���³(��´�¦����:�®±|��³(¨���±�²���²�³(��´�¦N§Fµ °©´®�:��¨�¥�¦�� Å
��¦R�£�w��¨�¥�¦����®±|¨¯Á�²��*§®�Ñ«�����°©¨¯¶h«�¨h»

��¨�´®¨�³w°®³ �_�
±½«�� ´�¦�±z��¦�»
� ����� ��æ�� °®´�
±|È®±|�

A
Ås°©´#¦���³¬�®¥

T
»

� �����
¢£æ�� °®´@³¬¨�´®¨�³�°©³ �_�
±�¦�¨����s§®�
A
»

l← [A]
kmin ← +∞

Ù
� ���¡� t ← 1 � T

��ê����è���æ
l 6= []� ê�¢���æ

n←
§®²�È®°®¦

(l)é�¢
k(n)<kmin

ê�ë£����é
kmin←k(n)

l←
±|��¥�¦��

(l) :: fils(n)= ��´�Á���Þ���±
kmin

»
â���Ì£� ´®«�¦�¨�� ´

fils(n)
±|��´�Á�� ¨��Æ�£����¨�¥�¦��(§®��¥ �®��¥À§©°

´>**°®§
n
Å��c¦

l :: m
«�� ´®«���¦�Ê�´®�@����¥*��¨�¥�¦���¥

l
��¦

m
»

¼���¦Ñ�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�À����±|«�� °®±�¦Ñ�
°��®��°©¥
T

´+**°©§®¥�§®�
�}µ �
±|È®±|�

A
Å©Á�¨£�@°©´Ç�_�
±|«���°©±|¥<��´��£�
±|� ��°®±<§Fµo�
È�� ±|§

¿u«�ÌQ»@?cÂ�» ��ÄH»
�» A Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥N¥z�
´®¥<È®±z�
´®«z¹®��³¬��´�¦

×:´®�#«��£�
¥|¥|�ÛË�°®���£Ë�°©�Æ����°>�cÝ���¦�¨�Ë�°®�Æ��¥�¦w«��������
§©��¥Ñ�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥�÷�ÿ�ö®÷@þ�ó|ÿ�ö@/�B�òcô(òcö©ñZ»�×:´�¦���������¶
� � ±|¨¯¦�¹®³(��´®��«�� ³(��� ±�¦��6�
°®«�°®´É¦���¥�¦Î¿ é�¢DC|ê�ë£����é�C
é�¢u����� Å ��ê�����è���æ ��° � � � ����æs��CFE��¡é�èF�:G � ÄH»�á�� ´«�� ³¬��� ±�¦���³(��´�¦w��¥�¦@§®� ´®«�«�� ³(�®��Êc¦���³¬��´�¦w§®²c¦���±�¶
³(¨�´®¨�¥�¦���ÅR��¦�����°�¦H,c¦�±|�>§®²�«�±|¨¯¦�����±�°®´©�>¥|¨�³¬�®���
¥|°©¨¯¦��,§Fµ ¨�´®¥�¦�±|°©«c¦�¨�� ´®¥�»@Ü��
±!�cÝ���³(�®��� Åw°©´ �
��� ��¶
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i
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i

i

i

i

i

i

�����������
	���
	���������������������� ��� �

±|¨¯¦�¹®³¬��§®��¦�±|¨�¥z�
´®¥¡È®±z�
´®«z¹©��³¬��´�¦���¥�¦��
�®������²:¸�±|²�¶
¥|���
°·§®�(¦�±|¨�º�»F×:´�±|²�¥|����°�§®�(¦�±|¨���¥�¦�°®´�«�¨�±|«�°®¨¯¦
«�� ´�¦���´���´�¦

n
��´�¦�±|²���¥�Å

n
¥|� ±�¦�¨���¥�ÅF��¦�°®´>´®� ³�È®±|�

Ë�°©����«���´_Ë�°©��§®�N��� ±�¦���¥�§®�N«�� ³(�_�
±z��¨�¥|��´�Å��©±|��´_�
´�¦
«z¹_�
«�°©´®�û§®��°�Ý ��´�¦�±|²���¥

a, b
ÅÀ�c¦>����¥�±|��´�Á ��Þs�
´�¦

¦�±|¨�²���¥*�

a min(a, b)

b max(a, b)

×:´®�*��� ±�¦��*§®�Ñ«�� ³¬�_�
±z�
¨�¥|� ´F»
â����®� °®±|�N«�¨¯¶h§®��¥|¥|� °®¥¡±|���®±|²�¥|��´�¦���°®´w±|²�¥|���
°�§®�{¦�±|¨
�cÁ���«�¦�±|� ¨�¥v����±�¦���¥R§®�Ñ«�� ³(�_�
±z��¨�¥|��´Î�

c

b

a a′

b′ b′′

c′

b′′′

a′′

×:´�±|²�¥|����°§®�*¦�±|¨�����°©±v¦�±|��¨�¥R´®� ³�È®±|��¥�»
¤ ��¥|°©ªw¦½��� °®±N¥�µ ��´�«�� ´�Á���¨�´®«�±|�:§®��Á ²�±|¨ �®��±NË�°®�����
�®��°®¥¬����¦�¨¯¦��#Á �
����°®±w¥|�±|��¦�±|��°®Á �È®¨���´ú��´

a′′
Å���¦

�£�@�®��°®¥:� ±z��´©§®����´
c′
»_×:´¦�����±|²�¥|���
°Ç����°�¦*�
°®¥|¥|¨

¥�µ ²�«�±|¨�±|�*¥|� °®¥½Ì�� ±|³¬�*��¨�´®²��
¨�±|�w�
¦�±|¨��

(l1, l2
Ä

¦�±|¨��
(l2, l3

Ä
¦�±|¨��

(l1, l2
Ä

��

l = [a, b, c]

¨�´©¨¯¦�¨£�
����³(��´�¦�Å{��¦��£�>�®±|�s«�²�§®°®±|�
¦�±|¨��

(li, lj)
²�«H¹_�
´®� �

li
�c¦

lj
¥|¨

li > lj
»

â{µ ¨�´�¦�²�±�,c¦!§Fµ °©´ø������� ±|¨¯¦�¹©³¬�.¥z�
´®¥ûÈ®±z�
´®«H¹®�c¶
³¬��´�¦@��¥�¦¬Ë�°Fµ ¨��N¥�µ ¨�³¬�©�£�
´�¦��Æ¦�±|Ê�¥@Ìu�
«�¨�����³(��´�¦w�_�
±
Á � ¨��¬³Æ��¦�²�±|¨���������»_Ï:°Î´®¨¯Á����
°Î��� � ¨�«�¨����hÅ�¨���¥|�¬«���³¬¶
�®¨����<³¬¨���°�Ý�Å��®°®¨�¥�Ë�°®�:���:«�� ³¬�©¨��£��¦���°®±�´Fµo���
°®«�°©´®�
�®±|²�§®¨�«c¦�¨�� ´w§®�RÈ®±z�
´®«z¹®��³¬��´�¦�ã:��Ø���«�¦�°®��±�Å
��¦�����°�¦
§®� ´®«���Ø���«�¦�°®��±¡ãv�hµ ��Á���´©«���°®´Ñ�®��°®¥F� ±z�
´®§Ñ´®� ³�È®±|�
§Fµ ¨�´®¥�¦�±|°®«c¦�¨���´©¥�»

�  ����ç��F�¡æsé(�¡æ � ���_ì���ê�í�íÎê®��¢£���
Âs»�� Ï:����� ±|¨¯¦�¹©³¬��¥v������°®¦���´©¥

� � ´®� ³wÈ®±|��°�Ý �®±|� È®��Ê�³¬��¥&§Fµ � ��¦�¨�³¬¨�¥z��¦�¨���´
¥|��´�¦Ñ§®¨�ª¬«�¨�����¥Àã#±|²�¥|� °®§®±|��Å�«��
±�°©´®�¬¥|� ��°�¦�¨���´6����¶
«��
����³(��´�¦>� ��¦�¨�³Æ�
���û´©�.§®� ´®´®�.����¥1Ì�� ±|«�²�³(��´�¦
°®´®��¥|� ��°�¦�¨�� ´ ¿u� ��� È_�
����³(��´�¦cÄ@� ��¦�¨�³#����� »vá�¨:�hµ � ´
«z¹®��±|«z¹®�¬�_�
±Ñ�cÝ���³¬�®���@���¬³¬¨�´®¨�³�°©³ §Fµ °®´®�(Ì£� ´®«�¶
¦�¨�� ´!±|²�������� Å�� ´û����°�¦Æ¥|�¦�±|� °�Á���±6¸*�®¨�²�� ²�º1�_�
±
°®´ ³¬¨�´®¨�³�°©³ ���s«��
�h»:¼���±�¦H�
¨�´®¥Ç�®±|� È®��Ê�³(��¥ÇÌ�� ´�¦
�cÝ�«�����¦�¨�� ´ �(°©´ �
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�  ���ý7.sñ}ý�ö©ÅÆ« µ ��¥�¦|¶Qã�¶
§®¨�±|�RÌZ��¨�¥z��´�¦{°®´(«z¹©��¨�Ý@���®¦�¨�³Æ�
�®���s«�������³¬��´�¦�Å
����°�¦

¥�µo�cÁ�²�±|��±�¦�±|Ê�¥���ª¬«��
«���Å_Á�� ¨�±|�w§®� ´®´©��±*�£�(¥|� ��°®¦�¨�� ´
� ��¦�¨�³#����� »

ás��¨�¦<�_�
±<��Ýs��³¬�®���*���À�©±|��È©��Ê�³(�Ñ§®°�ó�òcö�ï7.6ï�ò
ô(ý�ö®ö�ÿ�õZò���«�� ³¬³¬��´�¦(±|��´®§©±|������³(��´©´_�
¨������ °®±
°®´®�Ñ¥|� ³(³¬�*§©�

n
��°®±|� ¥�Å_��Á ��«Ñ°®´´®� ³�È®±|�Ñ³(¨�´®¨¯¶

³Æ�
��§®�¬�©¨�Ê�«���¥�»�á�¨��}µ � ´Î§®¨�¥|��� ¥|�¬§®�(�®¨�Ê�«���¥Ñ§®�
1
Å

2
Å��c¦

5
��°©±|��¥À¿u��´Û¥|°®�©��� ¥z��´�¦<Ë�°®��«��c¦|¦���§®��±|´©¨�Ê�±|�

�cÝ�¨�¥�¦��
ÄHÅ��hµo�
��� � ±|¨¯¦�¹®³¬�N� ��� °�¦�� ´@«�� ´®¥|¨�¥�¦��Rã�°�¦�¨���¨�¥|��±
���(�®��°®¥À� ±z��´©§Î´©��³wÈ®±|�(��� ¥|¥|¨�È®���¬§®�(�®¨�Ê�«���¥Ñ§®�

5��°©±|��¥�Å©�®°®¨�¥R§®�
2
��°®±|� ¥�Å®�c¦½��´ �®´§®�

1
��°©±|��

Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(� = ��´®§®° ����´©´_�
¨��
(n)

»
a← bn/5c
b← b(n− 5a)/2c
c← n− 5a− 2b= ��´®§®±|�

a
�®¨�Ê�«���¿u¥HÄ{§®�

5
��°©±|��¥�Å

b
�®¨�Ê�«���¿u¥HÄ�§®�

2
��°®±|� ¥�Å

�c¦
c
�®¨�Ê�«���¿u¥HÄ{§®�

1
��°®±|�©»

�<´Ç����°®¦½³(��´�¦�±|��±<Ë�°©�Ñ«��c¦:�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�*��¥�¦<���®¦�¨¯¶
³Æ�
�h»

Ü�� °®±Ç���·�®±|� È®��Ê�³(�6§©° ±|��´®§©° §®�·³(��´©´_�
¨�� Å
�hµo�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬��� ��� °�¦�� ´Û´®�Ñ§®� ´®´®�Ñ�_�
¥v¦�� °
Ö�� °®±|¥R�£�
¥|� ��°�¦�¨�� ´*� ��¦�¨�³#����� » ¤ � ¥|°©ªw¦¡��� °®±�¥�µ ��´Ñ«�� ´�Á �
¨�´©«�±|�
§®�6«���´©¥|¨�§®²�±|��±Û§©��¥��®¨�Ê�«���¥Û§®�

1
Å

3
�c¦

4
��°©±|��¥�»

Ü�� °®±Î±|��´©§®±|�ú���É³¬� ´®´���¨��1§®�
6

��°®±|� ¥�Å*�hµo�
��� �
¶
±|¨¯¦�¹®³(��� ��� °�¦�� ´Û°®¦�¨���¨�¥|�:¦�±|� ¨�¥v�®¨�Ê�«���¥Ñ¿

4 + 1 + 1
ÄHÅ

�
��� ±|¥½Ë�°®�Ñ�£��¥|� ��°�¦�¨���´���®¦�¨�³Æ�
����´�µ ��´�°®¦�¨���¨�¥|�*Ë�°®�
§®��°�ÝÎ¿

3 + 3
ÄH»

Â�»  Ü{±|��� ±z�
³¬³#��¦�¨�� ´Û§�Þ�´_�
³¬¨�Ë�°®�
â�� ü ó�ý  �ó�ÿ�ôwô(ÿ�ñZõuý�ö ï76
ö�ÿ�ô@õ -	.®òÍ��¥�¦ °©´®�

§®��¥v�®±|¨�´©«�¨��_�
����¥{¦���«z¹®´©¨�Ë�°®��¥v§®���©±|��� ±z�
³¬³#��¦�¨�� ´F»
â{µ ¨�§®²��·¥|��°©¥�¶¯Ö|�
«���´�¦�����¥�¦����1¥|°®¨¯Á���´�¦�� » ¤ �w��±|±|¨�Á �
¥|� °�Á���´�¦ÆË�°�µ � ´1«��
��«�°®���#�®��°©¥|¨���°®±|¥@Ì���¨�¥w�£��³8,�³¬�
Á �
����°®±¡��°Ñ«�� °®±|¥�§®���}µ ��Ýs²�«�°�¦�¨���´*§Fµ °©´�������� ±|¨¯¦�¹©³¬� »
×:´·�cÝ���³(�®���@«��£�
¥|¥|¨�Ë�°®�¬��¥�¦À���¬«��
��«�°®��§®°

n
¶h¨�Ê�³¬�

´®� ³�È©±|�Ñ§®�"!�¨�È���´���«�«�¨hÅ�§©² �®´®¨��_�
±½�£�w±|²�«�°®±|±|��´®«��
fn = fn−1 + fn−2

Åv�cÁ���«�����¥ÆÁ �
����°©±|¥Æ¨�´®¨¯¦�¨£�
����¥
f0 = 0, f1 = 1

»�â�µ �
��� � ±|¨¯¦�¹®³(�1¸�´��$#ZÌ�º1��¥�¦#���
¥|°®¨¯Á��
´�¦À�

Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(�%!�¨�È©�
(n)

»
é�¢

n 6 1
ê�ë£����é

né�¢u�F��� !�¨�È©�
(n− 1) +

!�¨�È©�
(n− 2)

»
â��Û´®� ³�È®±|�

Fn

§Fµ �
�®������¥¬ã&!�¨�È©����� °®±w«��
��«�°®����±
fn

Á�²�±|¨ �©���£�Î±|²�«�°®±|±|��´©«��
Fn = Fn−1 + Fn−2

Å
��Á���«¬����¥�Á�������°®±|¥�¨�´®¨¯¦�¨£�
����¥

F0 = F1 = 1
Å�«��¬Ë�°®¨

§®� ´®´®�
Fn = fn+1

»�á��
«z¹���´�¦:Ë�°®�
fn

«�±|�
ß�¦½�cÝ�����¶
´®��´�¦�¨���������³(��´�¦���Á���«

n
Å�°®´�¦����¡�®±|� � ±z�
³¬³(������°�¦

«��
��«�°®����±¡ãR�£�R±|¨�� °®��°®±
f30 = 832040

Å�³Æ�
¨�¥¡«���±�¦H�
¨¯¶
´®��³¬��´�¦#����¥

f100 = 354224848179261915075
»

�<´ «�� ´®¥�¦H��¦�� Ë�°®�'!�¨�È©�
(n)

«�����«�°®���.§®��°�Ý Ì���¨�¥
fn−2

� °®´©�RÌ�� ¨�¥�§®¨�±|��«c¦���³¬��´�¦�Á�¨£�:�}µ �
�®�����®±|²�«�°®±|¥|¨�Ì
!�¨�È©�

(n−2)
Å���¦�°®´®�½¥|��«�� ´®§®�<Ì���¨�¥�����±|¥{§®�<�hµ �
�®�����

!�¨�È©�
(n− 1)

»
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 ��	�������������
 �	�	��
 ��	������������� ����! ����! �#"���� �$�%�����&���	
 ���
×:´®�NÌ£� ¨�¥�¨�§®��´�¦�¨ �®²�����Ìu�
¨¯¦�Ë�°®���£�½³8,�³(�{Á �
����°®±

��¥�¦w°�¦�¨���¨�¥|²��(�©��°®¥|¨���°®±|¥�Ì�� ¨�¥@��°>«�� °®±|¥w§�µ °®´!��������¶
±|¨�¦�¹®³¬��Å�¨����cÝ�¨�¥�¦����®��°®¥|¨���°®±|¥vÌZ�$3�� ´®¥R§®�*³¬�c¦|¦�±|����´*Ñ°�Á�±|�*�£�w�®±|� � ±z�
³¬³#��¦�¨���´Û§®Þs´���³(¨�Ë�°®� »

â�� �®��°®¥úÌZ�
«�¨����.��¥�¦û§Fµ °�¦�¨���¨�¥|��±1°©´®� ô(ð�ô¬ý��
� ý�ö@/cñZõZý�ö©Å_¥|¨����À����´©���
� �À§®���®±|� � ±z�
³¬³#��¦�¨���´Ç°�¦�¨¯¶
��¨�¥|²:���:����±|³¬�c¦�»�Ü��
±N�cÝ���³(�®���*�cÁ���«:���:����´©���
� �:§®�
«��
��«�°®��Ì�� ±|³¬�������	��
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�
ª¬«z¹®��±w°®´®�#¥�¦�±|°®«c¦�°©±|�Æ§©� � Ï�� ¿�ï�õ�ó|ò%/cñ}òzïÎÿ&/�6��/ �xõ /  �ó�ÿ ü B���´��
´®� �£�
¨�¥�Å©¥|� ¨¯¦<� ±z�
�®¹®�À� ±|¨���´�¦�²À¥z��´©¥
«cÞ�«�����ÄH» ¤ �Ñ�cÝ�¨�¥�¦��Î§®�·³�°©�¯¦�¨��®����¥ÛÌZ�$3�� ´®¥Ç§®�·�_�
±�¶
«�� °®±|¨�±w°®´ú�
±|È®±|� » �<´>§®¨�¥�¦�¨�´®� °®�#°®¥|°®��������³(��´�¦w���
ü ÿ�ó�/zý7.�óz÷(òcö ü ó�ý � ý�ö�ï�ò	.só<��¦Ñ��� ü ÿ�ó�/�ý7.�óz÷(òcö �¯ÿ�ó<�
 �ò�.�óH» � �
´®¥����Æ�_�
±|«�� °®±|¥���´��®±|� Ì£� ´®§®��°®±�Å¡� ´·Á�¨¯¶
¥|¨¯¦��Ñ�£�w�®±|��³¬¨�Ê�±|�*È®±z�
´®«H¹®�À±|��´®«���´�¦�±|²��vÖ�°®¥�Ë�°Fµ �
°�Ý
Ì���°®¨�������¥�Å®��Á �
´�¦½§®�Ñ�_�
¥|¥|��±:ã��£��¥|��«�� ´®§®�ÑÈ®±z�
´®«z¹©� »
Ï:°�«�� ´�¦�±z�
¨�±|� Å�§���´©¥����w�_�
±|«�� °®±|¥*��´6�£�
±|����°®±�Å�� ´
Á�¨�¥|¨¯¦��Ñ§Fµ �
È�� ±|§¦�� °®¥<����¥R´+*Ñ°®§®¥*ã@�®±|� Ì£� ´®§®��°®±

1
Å

�®°®¨�¥�«���°�Ý¬ã:�©±|��Ì�� ´®§®��°®±
2
Å��c¦��
¨�´©¥|¨®§®�R¥|°®¨¯¦���»
â¡��¥

§®��°�Ý6¦QÞ�����¥À§©�(�_�
±|«���°©±|¥À¥�µ �cÝ��®±|¨�³¬��´�¦À§®�(ÌZ�$3�� ´
°®´®¨ �®²��*��´°�¦�¨���¨�¥z�
´�¦R°®´©�*��¨�¥�¦��*§®��¥½´+**°©§®¥<ãw�_�
±�¶
«�� °®±|¨�±�Å{Ë�°®���hµ � ´É��³¬�©��¨¯¦(����±#����§®²�È®°�¦Û��� °®±Æ���
�_�
±|«�� °®±|¥���´·�®±|� Ì���´©§®��°®±�Å¡�c¦��_�
±À�£� �®´���� °®±À���
�_�
±|«�� °®±|¥½��´�£�
±|� ��°©±*�

Ü��
±|«�� °®±|¥½��´�®±|� Ì£� ´®§©��°®±�»
� �������sæ�� �
±|È®±|�

A
»

l← [A]��ê����ÆèF��æ
l 6= [] � ê�¢���æ

n←
§®²�È©°�¦

(l)Á�¨�¥|¨¯¦���±
n

l← fils(n) ::
±|��¥�¦��

(l)

Ü��
±|«�� °®±|¥½��´�£�
±|� ��°®±�»
� �������sæ�� �
±|È®±|�

A
»

l← [A]��ê����ÆèF��æ
l 6= [] � ê�¢���æ

n←
§®²�È©°�¦

(l)Á�¨�¥|¨¯¦���±
n

l←
±|��¥�¦��

(l) :: fils(n)

¼���¥û§®��°�Ý ³#�
´®¨�Ê�±|��¥ú§©� ±|��³¬�®��¨�±ú�£� ��¨�¥�¦�� §®��¥
´+*Ñ°®§®¥vã�¦�±z��¨�¦���±�«���±|±|��¥|��� ´®§®��´�¦�±|��¥|����«�¦�¨¯Á���³¬��´�¦
�
°�Ý·¥�¦�±|°®«�¦�°®±|��¥w§®�#�®¨����Æ�c¦w§®� �®����¿�Á���¨�±À���(«H¹_��¶
�®¨¯¦�±|��à�à�¸*á�¦�±|°®«c¦�°©±|��¥R§®�Ñ§®� ´®´®²���¥�º®ÄH»
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� �������	�	
 ��	�������������
 �	�	��
 ��	������������� ����! ����! �#"���� �$�%�����&���	
 ���
� ������æ6í�¢u�¡¢uíÎê��>æ��#��æs �ç�æs�� �ç�æÇê�ë � ç�ê+C�������ê

¤ �<�
±|±|¨¯Á��Û¥|� °�Á���´�¦ÆË�°Fµ ��´!«z¹©��±|«z¹©�Çã�� ��¦�¨�³(¨¯¶
¥|��±Ñ°®´®�¬Á�������°®±*¥|°®±À°®´��
±|È®±|��»¡¼�� ´®¥|¨�§©²�±|� ´®¥À�_�
±
��Ý���³¬�©���Ñ���RÖm��° �½¦�¹©��������¿u� ° = ²cÁ���±|¥|¨�ÄH»�¼:µ ��¥�¦�°®´
Ö���° ãÉ§®��°®Ý!Öm� °®��°®±|¥�Å*Ë�°©¨w¥|�1�®±z��¦�¨�Ë�°®�>¥|°©±6°®´
«��
±|±|²>§©�

64 = 8 × 8
«��
¥|��¥�ÅÑ��Á���«1§®��¥6�®¨�� ´®¥

È©�£�
´®«�¥#§Fµ °®´.«
	�¦�²Ç��¦Û´®� ¨�±|¥#§®���hµo�
°�¦�±|� »{Ï:°É§®²�¶
����±�¦�Å�����¥�Ë�°_��¦�±|�@«��
¥|��¥*«���´�¦�±z������¥�¥|��´�¦*�s«�«�°®��²���¥
��Á���«6§®��°®Ýû�®¨�� ´®¥Û«�	
¦�²�È®����´©«���´.§®¨£�
� � ´_�
��� Å��c¦
§©��°�Ý«�	�¦�²Ñ´®� ¨�±�»� ¦�� °®±<§®��±�	 ��� Å©«H¹_��Ë�°©�RÖ�� °®��°©±
����¥|��°©´À�©¨�� ´À§®�{¥z�½«�� °®����°®±�Å��c¦�±|�c¦�� °®±|´©��¦�� °®¥�����¥
�©¨�� ´®¥*§®�w���Æ«�� °®����°®±Ñ�
§�Á���±|¥|�¬Ë�°®¨�¥|� ´�¦À��´�¦�� °®±|²�¥
� ��´Ñ��¨�� ´®��Åc«�� ��� ´®´®����°À§®¨£�
� � ´_�
����� �_�
±F�����®¨�� ´
����¥|²w�c¦�°®´Î�
°�¦�±|�w�®¨�� ´�§®�w�£�(³8,�³(�À«�� °®����°®±�»Fá�¨
� ´>�©±|��´®§>«�� ³¬³(�ÆÌ���´©«c¦�¨�� ´�§Fµ ²cÁ�����°_��¦�¨�� ´·§Fµ °®´®�
����¥|¨�¦�¨�� ´É����´®� ³wÈ®±|�6§®���©¨�� ´®¥ÛÈ©�£�
´®«�¥�ÅN�£��¥�¦�±z��¶
¦�²�� ¨��(§®°ÇÖm� °®��°®±¸:È®�£�
´®«�º6«���´©¥|¨�¥�¦��Ûã«z¹®��±|«z¹®��±
§���´©¥Æ°®´.�
±|È®±|�Ç�£�6È®±z�
´®«z¹©�Ç��°©¨R���
±z�
´�¦�¨�¥|¥z�
´�¦#���
���
¨�´6³Æ��Ý�¨�³Æ�
�hÅ_¥z�
«z¹���´�¦ÀË�°Fµo��°6´®¨¯Á����
°6¨�´®Ì�²�±|¨���°®±
�}µ �
§�Á���±|¥z�
¨�±|�:�
� ¨¯¦{§®�½³ ,�³(� Å « µ ��¥�¦|¶Qã�¶h§®¨�±|�<«z¹®��±|«z¹®�
ã6³¬¨�´®¨�³¬¨�¥|��±w���Û���
¨�´F»�×:´û�
��� ��±|¨�¦�¹®³¬�Û§®²�¦���±|³(¨¯¶
´���´�¦�°®´©�·¦��������Î¥�¦�±z��¦�²�� ¨��·� ��¦�¨�³#�����Î��¥�¦�§®¨�¦Ç§®�
¦QÞ����>¸�³¬¨�´®¨�³Æ��ÝÆº�Å�«�� ³¬³¬�Û�hµo��±|È©±|�Û«�¨¯¶h§®��¥|¥|� °®¥�»
ás°®¨¯Á �
´�¦(�£������±|¨�¦�²Û§®°ú´©¨¯Á����
°FÅ�°®´!´+**°®§!±|�	3�� ¨¯¦
«�� ³¬³¬��Á �
����°®±����N³#��Ý�¨�³w°®³ � °@���N³(¨�´®¨�³w°®³ §®��¥
Á��
����°®±|¥R§®�Ñ¥|��¥ �®��¥Ñ�

2

2 6 1

2 5 1 �
×:´��
±|È®±|�*³(¨�´®¨�³#��Ý�»

×:´®�¦���«H¹®´®¨�Ë�°®�Ç¨�³¬��� ±�¦H�
´�¦��§Fµ ���®¦�¨�³¬¨�¥z��¦�¨�� ´
����°©±��£�(±|��«z¹®��±|«z¹®�¬§_�
´®¥*°®´Î�
±|È®±|�@³¬¨�´©¨�³Æ��Ý��¥�¦
«�� ´®´�°®�:¥|��°©¥����<´®� ³ ¸R�
���®¹_��¶hÈ@,�¦H�<º�» ¤ ����°®¥�¦�±|� ´®¥�¶
��ãR¥|°®±��}µ �
±|È®±|��«�¨¯¶h§®��¥|¥|°©¥�»�â�µ �
§�Á���±|¥z��¨�±|��§®²c¦���±|³¬¨�´®�
����³¬¨�´®¨�³�°®³ §®��¥ÇÁ��
����°®±|¥�§®��¥�§©��°�Ý Ì���°®¨�������¥

2��¦
5
§®°É¥|� °®¥�¶Q�
±|È®±|�Ç���
°®«H¹®� Å{¥|� ¨¯¦

2
»�â��6Á �
����°©±

§©° ¥|��°©¥�¶Q��±|È©±|�Î����°©«z¹®�Î��¥�¦§®� ´®«
2
»Nâ¡� ±|¥�§Fµ °®´

����±|«�� °®±|¥���´Æ�©±|��Ì�� ´®§®��°®±�§Fµo��È���±|§#§®°#¥|��°©¥�¶Q��±|È©±|�
§©±|��¨�¦�Å
��´@� È�¦�¨���´�¦��£�½Á �
����°®±

1
Å�Ë�°®¨�����±|³¬��¦�§©�v§®²�¶

§©°®¨�±|�<Ë�°©�R�£�:Á �
����°®±�§©°(¥|��°©¥�¶Q��±|È©±|�½§©±|��¨�¦{¥|��±z�(ÿ7.
ü � .�÷ 1

Å�Ë�°©�������NË�°®�N¥|� ¨¯¦��£�RÁ �
����°®±¡§©�N�£�RÌ���°©¨�������´®��¶
¦�²��:µ��©µ¯»�¾{´���Ø��c¦�Å��hµo��§®Á ��±|¥z�
¨�±|��«z¹®��±|«z¹®�RãÑô@õ�ö®õ�ô@õ �
÷�ò�óÀ�£�ÀÁ �
����°®±v§®°Û¥|� °®¥�¶Q�
±|È®±|�Ñ§©±|��¨�¦�» ¤ ����´�±|²�¥|°©�¯¦��

Ë�°Fµ � ´ú����°®¦¬¨�� ´®� ±|��±@���ÇÈ®±z�
´®«H¹®�«�� ³¬�®��Êc¦���³(��´�¦
ã6§®±|� ¨¯¦�� Å��®°®¨�¥�Ë�°®����������¨�´ú³#��Ý�¨�³w°®³ ¥|��±z�6Ì�� ±�¶
«�²�³(��´�¦���È®¦���´�°�Á�¨£�¬����¥|� °®¥�¶Q�
±|È®±|�@����°©«z¹®��»F¼����£�
����±|³¬��¦Æ§®�Ç§®¨�³(¨�´�°®��±(Ì£� ±�¦���³¬��´�¦Æ���Ç´®� ³�È®±|��§®�
´>**°®§®¥Û�_�
±|«�� °®±|°®¥�Å��c¦Û§®� ´®«6ã6¦���³¬�®¥#«�� ´®¥�¦H�
´�¦
§�µ �
°®� ³¬��´�¦���±R�����®±|� Ì£� ´®§©��°®±½§®�*±|��«z¹®��±|«z¹®��»
Â�»o� Ü��
±|«�� °®±|¥½§®�*� ±z�
�®¹®�Ñ«�� ´®´®�cÝ��

Ï¡Á���«<���<�_�
±|«�� °®±|¥N§®�:��¨�¥�¦��½��¦N§Fµ �
±|È®±|��Å����<�_�
±�¶
«�� °®±|¥F§®��� ±z�
�®¹®����¥�¦¡°®´®��§®��¥�®� °®±|��¥�¨�³(��� ¥|²���¥F§®�
�}µ �
��� � ±|¨¯¦�¹®³(¨�Ë�°®� » �<´!«�� ´®¥|¨�§®Ê�±|�¨�«�¨R����_�
±|«�� °®±|¥
§�µ °®´�� ±z�
�®¹®�#´®� ´���±|¨���´�¦�²(«���´©´®�cÝ�� Å���´��_�
±�¦H��´�¦
§�µ °®´Û´>**°®§�Ë�°®����«�� ´©Ë�°®��Å����:� ±z�
�®¹®��²c¦H�
´�¦v§®� ´®´©²
����±·�hµ ��´©¥|��³�È©���ú§©�úÁ���¨�¥|¨�´®¥·§®�!«H¹_��Ë�°©�!´>**°®§F»
â��ú�®±|¨�´®«�¨��������·§®¨�ª¬«�°®�¯¦�²·����±�±z���©��� ±�¦Î�
°Ú�_�
±�¶
«�� °®±|¥#§Fµo�
±|È®±|����¥�¦�Ë�°Fµ ¨��<ÌZ�
°�¦Û²cÁ�¨¯¦���±Æ§®�û¸*È�� °�¶
«�����±Nº�ÅF«�µ ��¥�¦|¶Qã�¶h§®¨�±|�(§®�Æ�_�
¥|¥|��±À�©��°®¥|¨���°®±|¥ÑÌ�� ¨�¥��
°
³ ,�³(����´®§®±|� ¨¯¦�» ¤ �*�cÝ�¨�¥�¦����©��°®¥|¨���°®±|¥#¦���«z¹®´©¨�Ë�°®��¥
����°©±R�_�
����¨���±N«��c¦|¦���§©¨�ª¬«�°®�¯¦�²¬�

� ���w³#��±�Ë�°_�
� �@§®��¥Ñ´+**°©§®¥*Á�¨�¥|¨¯¦�²�¥�»�¼�¹_��Ë�°®�
Ì�� ¨�¥ Ë�°Fµ ��´ �_�
±|«���°©±�¦ °®´ ´+*Ñ°®§FÅ�� ´ ���
³#�
±�Ë�°©� »R¼������Î����±|³¬��¦#§©��§®¨�¥�¦�¨�´®� °®��±#����¥
¸�´®� °�Á�����°®Ý:º�´+**°®§©¥¡§®�{«���°®Ý*Ë�°®¨�� ´�¦�§®²mÖ�ã
²�¦�²�¦�±z��¨�¦�²�¥�Ù

� ��Á���«v°®´w����´©���
� �N§®�N�®±|� � ±z�
³¬³Æ��¦�¨�� ´wÌ£� ´®«�¶
¦�¨���´©´®���hÅ�¨�����¥�¦w�_�
±|Ì�� ¨�¥w�®��°®¥w«�� ³¬³(�s§®�Æ§®�
«��
��«�°®����±�}µ ��´®¥|��³wÈ®����§®��¥�´+**°©§®¥��_�
±|«�� °�¶
±|°©¥�»6á�¦�±|¨�«c¦���³¬��´�¦ ²�Ë�°®¨¯Á �
����´�¦�� �
° ³#�
±�¶
Ë�°_�
� �¥|°©±Æ����_�
�®¨���±�Å�«��c¦|¦��³(²c¦�¹®�s§®���¥�¦
«�������´®§_�
´�¦ú³¬� ¨�´©¥1��ª¬«���«��.��´ �®±z��¦�¨�Ë�°®��Å
«��
±��hµ ��Öm� °�¦>§Fµ °®´ù´®� °�Á����
° ´+*Ñ°®§ «��54�¦��
O(n)

�
°��¨���°Û§®�
O(1)

»
Ü��
±|«�� °®±|¥½§®�Ñ��±z�
�®¹©� »
� ����� ��æ�� ´+**°©§

n
»

l← [n]��ê��_�(è���æ
l 6= [] � ê�¢���æ

(n, l)← (
§®²�È®°�¦

(l),
±|��¥�¦��

(l))é�¢
n
´®� ´³Æ�
±�Ë�°®² ê�ë����
é

³Æ�
±�Ë�°®��±
nÁ�¨�¥|¨¯¦���±

n
l← l :: voisins(n)

Â�»�� Ï:��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥N��´��®�£�
«��
×:´ ������� ±|¨¯¦�¹©³¬� � ��Ê�±|�øò�ö ü �¯ÿ&/zò ��� ±|¥�Ë�°Fµ ¨��

´�µ °�¦�¨���¨�¥|�Æ�_�
¥w§®�Û³(²�³(��¨�±|�#�
°�Ý�¨���¨���¨�±|� »�á�� ¨¯¦w�}µ ��¥�¶
����«��6³(²�³(��¨�±|��´©²�«���¥|¥z�
¨�±|�6����°©±�¥�¦��s« ; ��±����6±|²�¶
¥|°©�¯¦H��¦��1§®²�Ö|ã1²�¦�²��
����� °®²�Åv� ° È©¨���´ ���·±|²�¥|°®�¯¦H��¦
±|��³¬�®����«���§®¨�±|��«c¦���³¬��´�¦Û����¥Û§®� ´®´®²���¥�» #{��¨�«�¨:�_�
±
��Ý���³¬�©���R°®´(�®±|� � ±z�
³¬³¬�<§®�R¦�±|¨©����±�¨�´®¥|��±�¦�¨�� ´¬��´
�©�£�
«��¬�

Õ ±|¨F��´�®�£�
«���»
� ����� ��æ�� °®´®�Ñ��¨�¥�¦��

[a1, . . . , an]
»

� �����
¢£æ�� ��¨�¥�¦��:¦�±|¨�²�� »
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� ������� ����� ��� �

� ���¡� i← 2 � n � ê�¢���æ
� ����� j ← i− 1 � 1��ê����ÆèF��æ

aj > aj+1
� ê�¢���æ� «z¹_�
´®� ��¿

aj , aj+1

Ä
â���¥R�
��� � ±|¨¯¦�¹®³¬��¥���´Û�®�£�
«��:¥|��´�¦v¥|� °�Á���´�¦v�®��°©¥N��Ì£¶
�®«��
«���¥�Å<´®��¦H��³(³¬��´�¦�����¥6�
��� � ±|¨¯¦�¹®³(��¥Ç±|²�«�°®±|¥|¨�Ì�¥
¿�?HÂ�» AsÄHÅ�«��
±w� ´1²cÁ�¨¯¦����
¨�´®¥|¨N§Fµo�
����� °®��±�°®´ú��¥|�_�
«��
³¬²�³(� ¨�±|����� �¯Þ�´®� ³(¨£�
�<Á�� ¨�±|�Î�cÝ���� ´®��´�¦�¨����*��´ ���
¦H��¨������À§®��¥�§®� ´®´®²���¥�»�¼�������´®§_�
´�¦�Å�¥|¨��hµ � ´�§®¨�¥|����¥|�
§Fµ °©´6±z��³#�
¥|¥|�c¶h³¬¨��c¦|¦���¥���ª¬«���«�� Å�«�� ³¬³(�w« µ ��¥�¦Ñ���
«��
¥Ñ§���´©¥À����¥À�£�
´®���
� ��¥À§®�(�®±|� � ±z��³(³Æ��¦�¨�� ´Î³¬��¶
§®��±|´®��¥�ÅN���6«��54�¦§®�6�£��� ��¥�¦�¨�� ´.§®�6���·³(²�³(��¨�±|�
����°�¦½¥�µ ��Á�²�±|��±R±|���£��¦�¨¯Á���³(��´�¦vÌZ�
¨�È®����»

Âs»o� ás��´�¦�¨�´©��������¥
×:´®�ø÷cò�ö©ñZõ£ö�ò ���¯ò ��¥�¦ °©´®� Á �
����°®± ¥|��²�«�¨£�
��� Å

Ë�°©¨w����±|³¬��¦6§®�ú���
±z�
´�¦�¨�±6���1È�� ´ §®²�±|� °®����³(��´�¦
§Fµ °©´��
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