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RESUME. La théorie classique de Korkine et Zolotareff, approfondie au
début du 20-ieme siecle par Voronoi, a trouvé un relais dans la notion de design
sphérique: le fait que ’ensemble des vecteurs minimaux d’un réseau euclidien soit
un 2- ou un 4-design sphérique est une forme restrictive de la propriété d’eutaxie
ou d’extrémalité. Apres quelques rappels sur la notion de ¢-design sphérique, on
étudie sa traduction en termes de réseaux, puis on résoud certains problemes
de classification (réseaux de petite dimension ou de petit “kissing number”, ré-
seaux entiers de petit minimum). On étudie pour terminer les applications de la
théorie des formes modulaires a coeflicients harmoniques (sphériques) ainsi que
certaines constructions par sections.

ABSTRACT. ENGLISH TITLE: Lattices and Spherical Designs.

New methods in the study of the classical theory of Korkine and Zolotareftf,
refined by Voronoi at the beginnning of the twentieth century, have arised in
connection with the notion of a spherical design : that the set of minimal vectors
of a lattice be a spherical 2- or 4-design is a restrictive form of the properties
of eutaxy or extremality. After having recalled some basic facts about spherical
t-designs, we study the translation of this theory in terms of lattices, then we
solve some classification questions (small dimensional lattices, lattices with a
small kissing number, integral lattices with a small minimum). We finish with
some applications to this theory of the theory of modular forms with harmonic
(spherical) coefficients as well as some constructions of designs by means of
sections of lattices.
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INTRODUCTION.

L’origine de cet article est un cours professé a Bordeaux par son auteur
pendant le premier semestre de 'année 1997-1998. Le but du cours était
I’étude des connexions qui existent entre la théorie des designs sphériques
d’une part, et la théorie des réseaux euclidiens d’autre part. Au départ, il
y a la remarque suivante: si les vecteurs minimaux d’un réseau forment un
4-design sphérique, alors le réseau est parfait (et méme extréme) au sens
de la théorie de Korkine-Zolotareff et Voronoi, cf. §6. Ces réseaux sont
donc a priori intéressants du point de vue de la géométrie des nombres.

Les méthodes développées dans cet article permettent de prouver
lextrémalité des réseaux de certaines familles qui n’ont pas encore été
classées, par exemple la famille des réseaux unimodulaires pairs de mini-
mum 4 et de dimension 32. Dans ce cas précis, le résultat est obtenu
en exploitant des propriétés modulaires des fonctions Théta a coeflicients
harmoniques de ces réseaux, une méthode qui apparait pour la premiere
fois dans [V2].

Rappelons la définition d’un design sphérique. Dans ’espace R™ muni
de son produit scalaire canonique (, ), considérons une partie finie X
de S™! (sphére unité de R™). En analyse numérique, on s’intéresse
4 lestimation de lintégrale d’une fonction f : S"~! — R. On a
I’approximation

1
(+) /Sn_lfdw~m;f(w)-

DEFINITION. Soit ¢ un entier positif. On dit que X est un t¢-design
(sphérique) s'il y a égalité dans () pour tout polynéme f de degré au
plus t.

EXEMPLE. Soit Ass le réseau de Leech (renormé & la norme 1), et
soit X l’ensemble de ses vecteurs minimaux. (On a |X| = 196560.) Alors,
X est un 11-design.

DEFINITION. Un réseau dont les vecteurs minimaux portent une
structure de 4-design est dit fortement parfait.
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Il y a une tres importante littérature sur les designs sphériques,
provenant de sources varées, notamment de la combinatoire (écoles de
Seidel et de Bannai) et de ’analyse numérique (école de Sobolev).

La classification des t-designs sphériques devient vite impossible,
lorsque l'invariant ¢ ou la cardinalité est élevé. Or, les designs portés par
les vecteurs minimaux d’un réseau jouissent de propriétés particulieres qui
ouvrent la voie a des résultats de classification.

EXEMPLE. En dimension 10, il existe (a similitude prés) exactement
deux réseaux fortement parfaits (i.e., dont les vecteurs minimaux forment
un 4-design).

Dans cet article, on démontrera plusieurs résultats de classification de
réseaux fortement parfaits. Par exemple, la classification des réseaux for-
tement parfaits est connue jusqu’a la dimension 11; ces réseaux sont au
nombre de 10. Outre quelques réseaux de racines et leurs duals, on trouve
seulement les deux réseaux de dimension 10 de ’exemple précédent. De
meéme, nous avons classé les réseaux fortement parfaits qui sont entiers et
de minimum 3; il y en a cinq, de dimensions 1, 7, 16, 22, 23.

L’article est organisé de la facon suivante. On discute les généralités
sur le laplacien et les polynémes harmoniques dans les deux premiers §§,
puis sur les designs sphériques au §3, notion illustrée au §4 sur 'exemple
des designs de dimension 2. On considere ensuite les systemes de racines
du point de vue des designs sphériques. La notion de réseau fortement
parfait est introduite au §6, ou 'on démontre qu’il s’agit de configurations
extrémes au sens de Korkine et Zolotareff. Les réseaux fortement parfaits
de minimum 3 sont classés au §7, ceux de dimensions 8, 9 et 11 le sont
aux §811 et 12. Nous donnons au §8 une caractérisation numérique des
designs sphériques qui semble étre nouvelle, et qui caractérise les ¢t-designs
comme minima absolus pour la norme ¢* de leur matrices de Gram. (Une
application a 'analyse fonctionnelle figure au §15.) La connexion de cette
théorie avec le probleme de Waring pour les polynémes est discutée au §14.
Les §816 et 17 sont consacrés a ’étude des réseaux extrémaux au sens des
formes modulaires et de certains réseaux qui leur sont proches. Un §18
est consacré a la célebre famille des réseaux de Barnes-Wall, seule famille
infinie connue de réseaux fortement parfaits. Enfin, nous terminons par un
§19, de nature numérique.
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1. FONCTIONS POLYNOMIALES ET LAPLACIEN.

L’espace R™ est muni de son produit scalaire canonique (, ), et l'on
note (ey, ..., e,) sa base (orthonormale) canonique. On identifie & 1’aide de
cette base anneau R[X7,...,X,] des polyndmes réels & n indéterminées
& 'ensemble F des fonctions polynomiales sur R". On note F, ,, ou
parfois simplement F,,, la partie homogene de degré m de F.

Etant donné un multi-indice i = (i1,...,in) € Z7}, on pose

i| = ik, X=X X et Tn={i]lil=m};
k=1
le coefficient multinomial correspondant est
1l
(i) = 11

il i)
n+m—1)

n—1

Noter que l'on a dim Fy, , = |Thn| = (

Pour définir un produit scalaire sur I'espace F, n,, nous introduisons
le coefficient c¢(i) dans la représentation des éléments f de F: pour

flx) =0, c(i)a(i)a® et g(z) = Y1, c(i)b(i)z?, on pose
[f,9]= > c(D)a(i)b(i);
|i|=m

c’est bien un produit scalaire euclidien.

Voici encore deux notations: on pose w(z) = (z,z) et, pour tout
a € R, p,(ym) () = (z,a)™. Nous considérerons le plus souvent des

polynoémes homogenes de degré m pair. Alors, les deux fonctions w™/?

et p(am) sont des polynomes homogenes de degré m.

PROPOSITION 1.1.  Pour tout f € F,, et tout o € R™, on a [f, pgm)] _

f(a). [On dit parfois que pl(lm) est un “noyau reproduisant”.]

Démonstration. On écrit p sous forme canonique:
m!

p(()(m) — (alxl + e+ Oénl'n)m = E ﬁailx? .. .a;"x;"
Loy
irtin=m LT
N Qi
= E c(i)a'z",
li]=m

ce qui entraine tout de suite I’égalité

[f,p5] = Y eli)a’ali) = fla). O

lil=m
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A f € Fm, on associe un opérateur différentiel, obtenu en remplacant
le vecteur (z1,...,x,) par le vecteur formel V = (3%1""’%)’ noté
f(V). (V se lit nabla.) Avec cette notation, on a:

ProrposiTION 1.2. m![f,g9] = f(V)g.

Démonstration. On aen effet Viz? =0si j #£iet Vizl =iy!...0,!,

. . 5 J1 J
comme on le voit sur I'expression VJ/ = 2 ... 22 ]
Ozt Oxy*
1 7

On rappelle que l'on a posé w(z) = (z,z). Il en résulte que

0? 02

w(V)Za—I%‘f—""f—a—x%

est Vopérateur A de Laplace. 1l est invariant par le groupe orthogonal
de R", et applique F,,, dans F, ., 2. Son noyau est ’ensemble des
polynoémes harmoniques:

ker A = Harm,, ,,, (= Harm,,,) .

ProrosiTION 1.3.  L’opérateur A est surjectif.

Démonstration. Soit g € (Im A)+ C Fym—2. Alors, wg est un élément
de F, . et, pour tout f € F, ,, on ales égalités

mlwg, f] = @g)(V) f = w(V)g(V) f
= Ag(V) f = g(V)AS = (m —2)![g,Af] = 0.

Il en résulte que wg, donc g lui-méme, est nul. [J

REMARQUE 1.4. Cette démonstration par orthogonalité ne permet
pas de construire explicitement un relevement dans F, , d’'un élément
donné de F, ;,—2. Une telle construction peut étre obtenue en utilisant les
polyndmes orthogonaux de Gegenbauer, cf. [Vi].

Terminons ce § par quelques exemples de calculs de laplaciens, dont les
détails sont laissés au lecteur; a désigne un élément de R ; la notation
A, signifie que 'on dérive par rapport a la variable y.
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EXEMPLE 1.5.
Az(aax)m = m(m - 1)(0&,0&)(&,33)m_2 :
Az, z)" =20020 +n —2)(z,z) L.
]

20(20 + 2k +n — 2)(a, ) Lz, @)* + k(k — 1) (z, ) (o, @) (o, )" 2.

Voici deux exemples en degrés 2 et 4. Pour a € R*, posons
. s 1
Pz)(zZ)(m) = (xaa)z - —(Oé,Oé)(iL",iL")
n
et

Alors, Pc(yz) et Pc(f) sont des polynoémes harmoniques de degrés respectifs
2 et 4.

2. POLYNOMES HARMONIQUES.

On a vu que le Laplacien est une application linéaire de F, , sur

F, m—2, et que I'application f — wf est une application linéaire en sens
inverse.

THEOREME 2.1.

(1) On a une décomposition en somme directe orthogonale
Fn,m = Harm,,, L wHarm,,_» L w?Harmy,—4 L ... .

(2) Chacun des sous-espaces ci-dessus est stable par SO(n).

(8) Ces sous-espaces sont irréductibles. [Cela signifie qu’ils ne contiennent
pas de sous-espaces non triviaux stables par SO(n).]

(4) Un polynoéme harmonique divisible par w = (z,x) est nul.
(5) Un polynéme invariant de degré m est nul si m est impair, et est
proportionnel ¢ w™'? si m est pair.

Démonstration. Nous renvoyons a la fin du § la démonstration de la
troisieme assertion.
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Le fait qu’il s’agisse dans (1) d’une somme orthogonale provient de
légalité [wg, f] = 0 rencontrée au cours de la démonstration de la
proposition 1.3. Cette proposition entraine aussi ’égalité dim Harm,,, =
dim F,,, —dim F,,_>. On en déduit par récurrence a partir des cas évidents
m < 1 Dégalité des dimensions des deux membres. Les assertions (2), (4)
et (5) sont faciles. [

DEFINITION 2.2.  On dit qu’un espace métrique (£,d) est 2-homogeéne
si, quels que soient les couples (z1,y1) et (z2,y2) de points de £ tels que
d(x1,y1) = d(x2,y2), il existe une isométrie o de £ avec xy = o(x1) et
y2 = o(y1)-

EXEMPLE 2.3. La spheére S"~! C R" est 2-homogeéne pour tout
n>2.

Autres exemples: P"(R), P*(C), P*(H), P?*(0) (le plan projectif de Cayley);
il y a aussi de nombreux ensembles finis intéressants, par exemples des graphes.
Voici encore un exemple: on considére un espace vectoriel V' de dimension
finie sur un corps fini K et la grassmannienne Gr,,(V) des sous-espaces de
V' de dimension m sur K ; on prend comme distance de deux sous-espaces
d(W1,Ws2) =m — dim W1 N Wa.

Revenons au cas de & = S™!, muni du groupe d’isométries SO(n).
Soit M = M(S"~! R) 'espace des fonctions réelles sur S"~*. Considérons
un sous-espace V' de M de dimension finie, non réduit a {0}, et invariant
par SO(n).

[Le groupe SO(n) opere sur M par (o.f)(z) = f(o ™) ; on suppose que 'on a
o.f €V quels que soient f € V et o € SO(n).]

Il existe sur V' un produit scalaire (, ) invariant par SO(n), comme on
le voit en prenant la moyenne des transformés par le groupe compact SO(n)
d’un produit scalaire arbitraire. Alors, Vo € SO(n),V f,g €V, (of,09) =

(f,9)-

Soit N = dimV et soit (f1,...,fn) une base orthonormale de V.
Pour z1,x2 € S, posons

N
a1, T2) = Zfi(xl)fi(b) :
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PROPOSITION 2.4.
(1) a ne dépend pas du choiz de la base orthonormale (f1,...,fn).

(2) a(x1,x2) ne dépend que de la distance de ©1 o @2 .

Démonstration. (1) Soit (g1,-..,gn) une autre base orthonormale.
Exprimons les g; sur la base (f1,...,fn): Vi, g; = Z]. a; i f;. Le fait que
la seconde base soit orthonormale se traduit par les relations ) . a;;ap,; =
djk . On a alors

Y gil@)gi(wz) = D ajinifi(@) fulx)
i ijk

= Z ( Z aj7iak7i)fj($1)fk(x2)
.k

i

= ij(r1)fk($2)-

(2) Soient x1,ws,y1,y2 € S"! avec d(xy,x2) = d(yi,y2). 1l existe
o € SO(n) avec y; =ox; et y» = oxy. On a alors

a(y,y2) = alor,0m3) = Zfi(UCUl)fi(Umz) .

Mais, en notant g; la transformée de f; par o', on a f;(ox) = g;(z) quel
que soit x € S, et donc a(yy,y2) = a(zy,xs) par (1). O

Fixons maintenant un point e € S™!. Appelons fonction zénale
sphérique une fonction f(x) définie sur S"~! qui ne dépend que de la
distance de = & e. Par exemple, la fonction z — a(e, ) est une fonction
zonale sphérique.

Montrons que V' contient une fonction zonale sphérique non nulle. En
effet, on aurait sinon a(e,e) = Y, f2(e) = 0, ce qui entrainerait que toutes
les fonctions f;, et par conséquent toutes les fonctions de V', s’annulent
en e; vu que V est invariant et que opération de SO, sur S™! est
transitive , cela entrainerait que les fonctions de V' s’annulent en tout
point de S™ !, ce qui est absurde.

LEMME 2.5. Si Uespace des fonctions zénales sphériques de V' est de
dimension 1, V est irréductible pour laction de SO(n).

Démonstration. Sinon, soit W' un sous-espace stable non trivial de
V', et soit W' son orthogonal. C’est un sous-espace stable de V', qui est
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un supplémentaire de W . La construction d’une fonction a(e,z) # 0 peut
étre faite dans W' et dans W''. Dans les deux cas, ce sont des fonctions
zonales sphériques de V. L’hypothese faite sur la dimension montre qu’elles
sont proportionnelles, ce qui contredit W' NW" = {0}. O

Fin de la démonstration du théoréme 2.1. On va appliquer ce lemme
3 l'espace Harm,,, en choisissant e € S"~!, et en montrant qu’il existe
une unique fonction f € Harm,,, dont la restriction & S™~! est zonale
sphérique, et qui est telle que f(e) = 1. Sur S™ !, elle ne dépendra que
de la distance de = a e, donc que de la valeur du produit scalaire (z,e),
et pourra donc se mettre sous la forme f(z) = F((xz,e),(z,x)), ou F est
un polynoéme & deux indéterminées.

Soit f = > a;j(w,e)(z,x)’. 1l existe deux constantes ci,c2 pour
lesquelles on a

A(z,z) (z,e)" = ci(z, )" (x,e)' + cow,z)? (x,e) 2.

Ainsi, A devient un opérateur différentiel d’ordre 2 sur l’espace des
polynomes a deux indéterminées.

On doit montrer que espace des fonctions f comme ci-dessus est de
dimension 1. Comme un polynéme harmonique non nul ne peut pas étre
divisible par (z,z) (théoreme 2.1, (4)), s’il existait deux fonctions f et g,
on pourrait écrire

f=(z,&)™+a(x,z)(x,e)" " +...

et
g=(z,e)" + fi(z, z)(z, e)m_1 +..,

et g— f serait un polynéme harmonique divisible par (x,z), donc nul. Cela
prouve que l’espace ci-dessus est de dimension au plus 1. En fait, cette
dimension est égale a 1, car il existe un unique polynome harmonique de
terme dominant (x,e)™, a savoir le polynéme de Gegenbauer G,,, voir
[Vi] pour la définition. [Par exemple, on a G»(z) = (z,¢)? — L (z, ) (e, €) ]
Cela acheve la démonstration du théoreme 2.1. [

3. GENERALITES SUR LES DESIGNS SPHERIQUES.

Rappelons la définition suivante de I'introduction:
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DEFINITION 3.1.  Soit X C S™ ! un ensemble fini. On dit que X est
un t-design sphérique si on a 1’égalité

1
(+) [ S = 3 @

reX

quel que soit le polynéme homogene f de degré < t.
[Comme toujours, on normalise la mesure par [g,_, dz =1 ]

Dans ’énoncé suivant, étant donné un entier ¢ > 0, on note p (resp.
i) le plus grand entier pair (resp. impair) qui est < ¢ (le plus grand des
deux est donc égal & t.)

THEOREME 3.2.  On suppose n > 2. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) X est un t-design sphérique.
(2) Quels que soient le polynéme f homogéne de degré <t et o € SO(n),

S f@) = S (eh@).

reX zeX

(8) Pour tout polyndme harmonique homogéne non constant de degré
<t,ona ), x flz)=0.

(4) Il existe une constante ¢ = ¢, telle que, quel que soit o € R, on a
les deux égalités

Z(:ﬂ,a)p =c(a,a)?’? et Z(az,a)i =0.

zeX zeX

Démonstration. (1) = (2). Cela résulte de I'invariance de la mesure
par SO(n).

(2) = (3). Considérons pour m < t lapplication f ~ >\ f(z) de
Harm,, dans R. Son noyau est un sous-espace invariant par SO(n), non
trivial, car dim Harm,,, > 1. C’est donc I’espace Harm,, tout entier.

(3) = (4). On peut compléter (x,a)? par des termes degré inférieur
de facon a obtenir un polynéme harmonique

h=(z,a)” + XMa, a)(z, )’ 2 (a,a) + ... .

Par différence, on se ramene & un polynéme sans terme en (z, )P, et, en
répétant le procédé, on arrive a un polynéme de degré 0 ou 1, pour lequel
le résultat cherché est évident.
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(4) = (1). On remarque d’abord que si 'assertion (4) est vérifiée, la
valeur de c¢ est celle écrite en 3.6 ci-dessous. Cela se voit par récurrence en
utilisant les calculs de laplacien qui se trouvent dans la eexemple 1.5. En
outre, toujours par itération du laplacien, on aura les formules

Z(:ﬂ,a)k = cla,@)*/? et Z(az,a)z =0

zeX zeX

pour tout k£ < p pair et tout ¢ < ¢ impair. Enfin, les polynémes
p&m) = (z,a)™, quand « parcourt R", engendrent l’espace F, ., des
polynomes en & homogenes de degré m : cela peut se voir en remarquant
que GL, (R) opére irréductiblement sur F,, ,,, et que I’espace engendré par
les p(am) est invariant, donc égal & F,, ,, tout entier; on peut aussi utiliser
le produit scalaire [, ] introduit au §1, en remarquant que si F' est dans

I’orthogonal du sous-espace engendré par les p(am) ,on a

0=[F,p{"] = Fla)

(proposition 1.1), c’est-a-dire F(a) = 0 quel que soit « € R™.
On procede maintenant & la démonstration proprement dite. On veut
démontrer que I’égalité

1
| @ = 3 @

zeX

est satisfaite par tous les polynomes homogenes f de degré au plus t. Cette
égalité étant linéaire en f, il suffit de considérer les fonctions f = p&m)
pour tout m < t et tout a € R®. Dans ce cas, on connait le second
membre, et la formule & démontrer devient

/ ()™ de = - (o, 0)™2
o X]

lorsque m est pair, et

/ (x,)"de =0
Snfl

lorsque m est impair. Or, 'intégrale, en tant que fonction de «, est
un polynéme homogene de degré m invariant par l’action de SO, . Ce
polynéme est donc nul si m est impair, et de la forme ¢/, (.a)™/?
pour une certaine constante ¢, lorsque m est pair (théoreme 2.1,(5)).
En appliquant le laplacien aux deux membres de ’égalité, on voit que
les constantes ¢, vérifient les mémes relations de récurrence que les

constantes ¢, ; on conclut en observant que 'on a ¢, = 1.

1 JE—
x|~
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REMARQUE 3.3. Le plus souvent, on ne considére que des ensembles
X symétriques (i.e., on a —X = X ). Alors, la condition Y. .y (z,a)' =0
est automatiquement vérifiée.

REMARQUE 3.4. Pour tout ¢ € O(n), 0X est encore un t-design
sphérique.

REMARQUE 3.5. Si Xj et X3 sont deux t-designs sphérique de méme
dimension disjoints, X1 U X, est aussi un t-design sphérique.

Rappelons pour utilisation ultérieure que la constante ¢ qui intervient
dans ’énoncé 3.2, (4) est
135...(p—1)

(36) C:cp:n(n—|—2)...(n—|—p—2)|X|'

4. LES DESIGNS DE DIMENSION 2.

Dans ce §, nous identifions R* & C; on a alors S = {z € C| |z] = 1},
et X est un ensemble fini {z1,..., zx} de nombres complexes de module 1.
L’espace F,, est de dimension m+1, de base 2™, z™ 'y,...,y™. On peut
remplacer (z,y) par (z,Z) (avec z = x+1iy). Les polynoémes harmoniques
homogenes de degré m forment un espace de dimension 2, engendré par
R(z™) et F(2™), qui constituent une base de Harm,, . La condition pour
X d’etre un t-design, qui s’écrit ) .5 f(z) = 0 pour tout polynome
harmonique de degré < ¢, est simplement z{" + 23" + -+ + 2 = 0 pour
m=12,...,t.

En particulier, les racines N -iemes de [’'unité sont un t-design sphérique
a N éléments pour tout ¢t < N.

PROPOSITION 4.1.  Les (N — 1)-designs sphériques sont les polygones

\

réquliers a N cotés.

Démonstration. Considérons le polynoéme f(X) = (z—=z1)...(z—zn).
Il se développe sous la forme 2V + Zfi;l a; XV~ + c. Les formules de
Newton montrent que les relations z{* 425" + - - - 4+ 2 = 0 sont satisfaites
pour 1 < m < N — 1 si et seulement si les coefficients «; sont nuls pour
1 <i < N — 1. Dans ces conditions, les racines de f(X) = X~ — ¢ sont
les sommets d’un polygone régulier. La réciproque est évidente. [
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De facon générale, on construit des t-design sphériques en observant
que I'image par une rotation d’un ¢-design sphérique est encore un t-design
sphérique, et qu'un t-design sphérique est un t;-design sphérique pour
t <t.

THEOREME 4.2 (Hong). Soit X wun t-design sphérique.
(1) Sit+1<|X|<2t+1, X est un polygone regulier.
(2) Si | X|=2t+2, X est réunion de deuz polygones réguliers.

Démonstration. On écrit encore X = {z1,...,zn} et f(X) =
N

Hi:l (X —z).
(1) On sait que les ¢ coefficients de z1,...,2; sont nuls. Comme les

racines de zV f(%) sont les inverses, et donc les conjuguées, de celles
de f, les formules de Newton montrent encore que les coefficients de
ZN=1 . 2N~ sont également nuls, donc que f est de la forme XV — ¢,
le| = 1.

(2) Le méme argument montre maintenant seulement que f est de la
forme f(X) = X?T2 — AX'F! 4 ¢. Par rotation, on se ramene au cas ol
¢ = 1, si bien que f est alors de la forme f(X) = (X! — B)(Xt+! —
B), polynéme dont les racines sont les sommets d’une réunion de deux
polygones réguliers. [

REMARQUE 4.3. On peut montrer qu’il existe des familles de t-designs
X dépendant (& isométrie pres) d’un parametre continu pour lesquels | X |
prend n’importe quelle valeur donnée s > 2t + 3.

Les constructions de designs en dimension n > 3 sont plus difficiles.
D’apres un théoreme non constructif de Seymour et Zaslavsky ([S-Z]), il
existe des t-design sphériques dans R™ pour toutes les valeurs de n et
de t. On ne dispose pas de bonnes estimations de la taille de X . Nous
verrons dans la suite que la situation est beaucoup plus simple si X est
I’ensemble des vecteurs courts d’un réseau euclidien.

5. DESIGNS ASSOCIES AUX SYSTEMES DE RACINES.
On suppose dorénavant que X est I’ensemble des vecteurs minimaux

d’un réseau A d’un espace euclidien £ dont nous notons n la dimension et
(z,y) le produit scalaire. Pour alléger certaines notations, on ne suppose
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plus que la sphére qui contient X soit de rayon 1. Comme X = —X, la
seconde condition de 3.2, (4) est automatiquement vérifiée, et I’existence
d’une constante ¢ pour laquelle on a l’identité

(5.1) Z (z,0)** = c(a, )k

reX
pour tout «a € E suffit & assurer que X est un (2k + 1)-design sphérique.
(Il y a identité entre 2k- et (2k + 1)-designs.)
On rappelle que si X est un t-design sphérique, c’est aussi un t'-design
sphérique pour tout t' < t, si bien qu’il existe une identité de la forme
> eex (@ @) = ci(a, )" pour tout £ < k.

On s’intéresse maintenant aux 5-designs. On a alors deux identités
S (@,0)? =claya) et 3 (z,0)" = d(a,)?,
zeX zeX

dont la premiere est conséquence de la seconde. En calculant A, & partir
des formules 1.5, on détermine tout de suite ¢ et d; on obtient

2
L @alx] L 3@e?lX]
n n(n + 2)
En résumé, on a les deux identités
X
(5.22) S (02 = SO g
reX n
3(z,2)*| X]| 2
2b ol ] .
(5:2) o) =S o)

On va maintenant considérer le cas des systemes de racines, dont nous
rappelons ci-dessous la définition et quelques propriétés. Pour € E non
nul, soit o, la réflexion orthogonale d’hyperplan orthogonal & x.

DEFINITION 5.3. Un systéme de racines est une partie R d’un espace
euclidien F, telle que:

(1) R est finie, engendre E et ne contient pas 0.
(2) Pour tout r € R, R est stable par o,.

(z,y)
o) © Z.

La dimension n de E s’appelle le rang de R.

(3) Quels que soient z,y € R, 2
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On ne considére dans la suite que des systémes 4 une seule norme (“simply
laced systems”), que I'on normalise & la norme 2.

Les systemes de racines sont évidemment stables par ¢ — —z ; le nom-
bre de racines est donc pair, soit |R| = 2s. Le groupe d’automorphismes
d’un systéme R est Aut(R) = {0 € O(E) | Vr € R,o(r) € R}, et le
groupe de Weyl de R est le sous-groupe W (R) du précédent engendré par
les 0., 7 € R; ce sont des groupes finis.

Les systemes irréductibles (ceux qui ne sont pas réunion de deux
systémes d’une somme directe orthogonale de sous-espaces de E) se
répartissent alors en deux séries infinies et trois systémes exceptionnels, &
savoir

A, (n>1), D,(>4), E,(n=6,7,8),
systemes que nous décrivons ci-dessous.

Pour définir la premiere série, on prend pour E I’hyperplan d’équation
i ox; =0 de R*™! . Notant (g9,é1,...,6n) la base canonique de R,
on pose

A, ={x(e; —¢;),0<i<j}.
Dans les autres cas, on prend £ = R", muni de sa base canonique
(€1,-.-,€n). On pose
D, ={%x(e; £¢;),1 <i<j<n},
puis
E8 — D8 U {i51:i:é~~i58}
en se limitant ci-dessus aux sommes ayant un nombre pair de signes —,
et I'on définit enfin E; et Eg comme sections de Eg par
E;=Egn (87 - Eg)J‘ et E¢g=FE:N (86 - E7)J‘.

Dans tous les cas, on constate que R est un ensemble de vecteurs
de norme 2, dont les produits scalaires mutuels sont a valeurs dans
{£2,+£1,0}. Il en résulte que le sous-groupe de E engendré par un systéme
de racines R du type ci-dessus est un réseau (pair) dont R est I’ensemble
des vecteurs minimaux (on dit que c’est un réseau de racines), et que n
divise 2s, ce qui justifie la définition suivante:

DEFINITION 5.4. Le nombre de Coxeter de R, supposé irréductible,

2s
est Uentier h = —.

n
[Plus intrinséquement, on pourrait définir h comme l'ordre d’une classe de
conjugaison de W (R), cf. [Bou], ch.V, §6, n° 1.]
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On vérifie sur la classification que W (R) opeére transitivement sur R. Il
en résulte que, étant donnnée une racine r, les nombres ng et n; de racines
r' avec respectivement (r,r') =0 et (r,7') = 1 sont indépendants de r.
On a évidemment la relation ng + 2n; = 2s — 2, mais on peut aussi faire
intervenir le nombre de Coxeter, comme le montre la proposition suivante
bien connue (cf. Bourbaki ([Bou]), Lie VI, §1.11, prop. 3.2), que l’on peut
également vérifier cas par cas:

PROPOSITION 5.5.  Soit R un systéme de racines (& une seule norme)
irréductible. Alors:
(1) ny = 2h — 4.

(z,7)?

(2) Pourtout x € £, Y p el

= h(x,z).

Tableau 5.6. Invariants des systemes de racines

nom | rang | |R|=2s no ny h W |

A, |n>1| nln+1) | (n—=1)(n—-2) |2(n—-1)| n+1 (n+1)!

D, |n>4|2n(n—1)|2(n*> —=5n+7) [4n—-2)|2(n—-1)| 2" '.n!

Es 6 72 30 20 12 2735
E; 7 126 60 32 18 21034 5.7
Es 8 240 126 56 30 21435 52 7

La proposition 5.5, (2) montre (en utilisant 5.2a) que les systémes de
racines “sphériques” irréductibles sont des 3-designs. L’énoncé suivant
précise ceux qui sont des 5-designs (ou des 4-designs, cela revient au
meéme) :

THEOREME 5.7. Les systémes de racines qui sont des 5-designs sont
irréductibles, et semblables a A1, As, Dy, E¢, E;, Eg. En outre, Eg
est un 7-design.

Démonstration. Soit R un systéme de racines qui est un 5-design.
Le point crucial est la démonstration de l'irréductibilité. Il s’agit 1a d’un
résultat qui s’applique & tous les réseaux parfaits (voir §6), et qui se
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démontre en utilisant ’identité 6.5, que nous admettons provisoirement :

() 3 (e (w0 = LK

wEX n(n + 2) [2(a1, a2)” + (a1, ) (az, az)] .

Si R = R; L Ry, on applique (%) en prenant a; € Ry et as € Ry. Le
membre de gauche est alors nul, alors que celui de droite ne ’est pas, étant
égal A %

Le systeme R est donc irréductible. Si I’on prend pour « dans 5.2a
une racine 7o, on voit en utilisant 5.5 (1) que le nombre de Coxeter h de R
est tel que | X | = nh. Toujours en utilisant 5.5, (1), on voit que le premier
membre de 5.2b vaut 2(2* + ny) = 4(h + 6). En remplagant | X| par nh

dans le second membre, on obtient la relation
(5.8) (10 —n)h=6(n+2),

qui entraine la majoration n < 9, et montre l'impossibilité des valeurs
n =3 e n = 5 (parce que 10 — n ne divise alors pas 6(n + 2)),
ainsi que celle de n = 9, qui entralnerait h = 66, alors que l'on a
h(Ay) < h(Dy) = 16. Ainsi, n doit prendre I'une des valeurs de I’énoncé,
et la valeur de h fournie par 5.8 impose que le systeme soit celui qui est
décrit dans ’énoncé.

Il faut maintenant vérifier I'identité 5.2b dans chacun des 6 cas de
I’énoncé.

C’est évident dans le cas de A;, et c’est une conséquence de la
proposition 4.2 dans le cas de A,.

Dans le cas de Dy, cela résulte de l'identité

6(X7T+X; + X5+ X7 = > (Xi£X))*,
1<i<j<4
utilisée par Liouville en 1859 pour prouver la majoration g(4) < 53 dans
le probleme de Waring!) (cf. Hardy and Wright, An introduction to the
theory of numbers, Clarendon Press, Oxford, section 21.1; fifth edition:
1979), puis plus tard par Lucas en 1876.

Les calculs explicites dans le cas des systemes exceptionnels sont beau-
coup plus compliqués; on les évite en utilisant la théorie des invariants dans
les cas de la représentation (absolument irréductible) de W(R) opérant
sur . Les polynoémes invariants sont engendrés dans chacun des trois cas

1) Des travaux récents sur g(4) et G(4) ont utilisé des identités associées aux
structures de 5-design portées par Az, D4 et Eg.
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par n polynémes homogenes fondamentaux, dont les degrés (les degrés
fondamentaux) sont les suivants:

Egs: 2,5,6,8,9,12 ;
E;: 2,6,8,10,12,14,18 ;
Eg: 2,8,12,14,18,20,24,30.

[Le degré 2 provient du polynéme (c,a); le plus grand degré est le nombre de
Coxeter.]

Vu que les polynomes ) p(z, a)?* sont invariants par W (R), I’ab-
sence du degré 4 dans les listes ci-dessus entraine que les polyndmes
invariants de degré 4 sont proportionnels & (a,a)?, ce qui montre que
les systemes exceptionnels définissent des 4-designs, donc des 5-designs,
et I’absence du degré 6 dans le cas de Eg montre de méme que Eg est un
7-design. [

[Variantes de démonstration: le fait que la liste des systémes qui sont des
5-designs soit limitée aux 6 systemes de l’énoncé peut se voir en utilisant
linvariant ~', cf. définition 10.2 et théoréme 10.4; le fait que les systémes de
I’énoncé soient effectivement des 5-designs, mais non des 6-designs (sauf dans le
cas de Eg) peut se faire “a la main” en utilisant le corollaire 8.3 et les données
contenues dans le tableau 5.6. Le calcul explicite conduit a des formules du type
de la formule 5.10 ci-dessous.]

REMARQUE 5.9. Ecartons le cas trivial de la dimension 1. Les valeurs
t = 5 (dans les cas R # Eg) et la valeur ¢t = 7 dans le cas R = Eg
sont les plus grandes possibles. Pour R # Eg, cela se voit en cherchant
une relation de la forme ) _\(z,a)° = e(a,a)’. En appliquant A,
selon les formules de 'exemple 1.5, on transforme le premier membre en
30 .ex(m,2)(, a)*. En remplagant > (z,a)* par sa valeur tirée de 5.2 b,
on en déduit e, obtenant finalement la formule

% )b = 15(z, )°| X| a.a)?
() ;((’ ) n(n+2)(n+4)( @)

En évaluant (%) en un élément @ = r € R et en utilisant 1’égalité |R| = nh,
on obtient la relation

240h

(5.10) h+30= T D
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qui n’est correcte que pour n = 8 (et n = 1). On montre de fagon analogue
que Eg n’est pas un 8-design; voir aussi [M1], ou sont classés les réseaux
qui définissent des 7-designs.

6. LES RESEAUX FORTEMENT PARFAITS.

La notion de réseau fortement parfait introduite dans ce § est un
renforcement de notions étudiées par 1’école russe entre 1873 et 1908, dont
les deux contributions les plus importantes pour ce qui nous concerne ici
sont les articles de Korkine et Zolotareff ([K-Z], 1877) et de Voronoi ([Vo],
1908).

Etant donné un réseau L dans un espace euclidien E de dimension n,
on appelle norme (ou) minimum de L le nombre N (L) = min,cz- {0} (¥, )

et déterminant de L le déterminant det(L) de la matrice de Gram d’une
base de L ; Vinvariant d’Hermite de L est y(L) = %. Les vecteurs
xz € L tels que N(x) = N(L) sont appelés vecteurs minimaux ou vecteurs
courts de L. Leur ensemble est noté S(L), ou S, ou parfois X, et 'on
pose s(L) = s = £|S(L)|.

Rappelons (Korkine et Zolotareff, [K-Z2], [K-Z3]) qu’un réseau L est dit
extréme s’il réalise un maximum local de I'invariant d’Hermite. Les réseaux
extrémes ont été caractérisés par Voronoi comme les réseaux parfaits et
eutactiques. Ces notions possedent de nombreuses définitions équivalentes,
cf. [M], ch. III, §3, dont nous retiendrons les suivantes, qui sont les mieux
adaptées a notre sujet: soit L un réseau, dont on note X 1’ensemble des
vecteurs minimaux. On dit que L est eutactique s’il existe des coefficients
d’eutaxie \., x € X, strictement positifs tels que ’on ait la relation

Ne)= > Ao’
zeX/{x1}
quel que soit o € E, et que L est parfait si ’ensemble des polynémes

p:(CZ) tar (z,0)%, ¢ € X engendre F, .

DEFINITION 6.1. On dit qu’un réseau est fortement eutactique s’il est
eutactique avec des coefficients d’eutaxie égaux.

C’est par exemple le cas des réseaux qui possédent des coefficients
d’eutaxie et dont le groupe des automorphismes opere transitivement sur
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I’ensemble des vecteurs minimaux, ou encore dont la représentation du
groupe d’automorphismes opérant sur E est R-irréductible. Ces réseaux
font l’objet d’un étude détaillée dans [M-V] (ce volume).

PROPOSITION 6.2. Pour qu’un réseau L soit fortement eutactique, il
faut et il suffit que 'ensemble X de ses vecteurs minimaux soit un 3 -design
(ou un 2-design, cela revient au méme). Les coefficients d’eutaxie sont

n

alors égaur a N X

Démonstration. En effet, il résulte du théoreme 3.2 que les 3-design
sphériques sont précisément les ensembles X pour lesquels (a,a) est
proportionnel a -« (, a)?, le coefficient de proportionalité étant donné
par la formule 5.2a. [

Nous en venons maintenant a la notion centrale de ce cours:

DEFINITION 6.3. On dit qu’un réseau est fortement parfait si I’en-
semble X de ses vecteurs minimaux est un 5-design sphérique.

Il revient au méme de dire que X est un 4-design sphérique, ou encore
que X satisfait la formule 5.2 b.

THEOREME 6.4. Un réseau fortement parfait est extréme et fortement
eutactique.

Démonstration. Soit L un tel réseau. L’ensemble X de ses vecteurs
minimaux vérifie la formule 5.2b, donc aussi la formule 5.2a, dont la
proposition 6.2 montre qu’elle entraine 1’eutaxie forte. Compte tenu du
théoréme de Voronoi rappelé au début du §, il suffit maintenant de prouver
que L est parfait.

On considere l'espace V' = F,, » muni du produit scalaire [, ] défini
au début du §1. On a [pgfl),P] = P(z1) quel que soit le polynéme P
de degré 2; appliquée & P = p;(ci), cette formule devient [p;(c?,pg)] =
(z1,22)%. On est donc ramené 3 montrer que la matrice G (de taille
| X| x | X]|) ayant pour coefficients g; j = (x;,z;)? est de rang w On
va démontrer ce résultat en prouvant que les valeurs propres non nulles de
G (comptées avec leurs multiplicités) sont au nombre de M

Dans les calculs qui suivent, F' désigne la matrice de taille |X| x |X|
dont tous les coefficients sont égaux a 1.
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Soient «aj,as € R™. Considérons les vecteurs de la forme o' =
fag + nagy, €,n € R, et appliquons-leur Iidentité 5.2b. Le coefficient de
€2n? est o S (2, 1) (2, 2)? dans le membre de gauche et le produit

3(z,2)*| X| (92 J)2 o S o
T2 (22(ar, 2)? +2(a, 1) (@, a2)) dans le membre de droite, d’ou
I’on déduit I’identité
2 2 (33:33)2|X| 2
. =— 2 .
65) D (x,01)*(w, ) n(n +2) [2(o, 2)” + (on, on) (a2, az)]

zeX

En choisissant alors a; = x1 et as = x2, 1,22 € X, on obtient ’équation

(6.6) G? = aG + bF
dans laquelle on a posé
2(z,7)°| X| (z, 2)*|X]|
.6’ = — t = — .
(6:6) “ n(n +2) ¢ n(n+ 2)

En exprimant F' en fonction de G par 6.6, on obtient les relations

2 x
(6.7) GF = FG=cF avec ¢= %

Comme F' et G commutent, on peut les “diagonaliser simultanément”,
obtenant des matrices

[X]0 ... 0 A1 0 ... 0
FI 00 ..0 ) G’ 0 Az ... 0
= .o . e =
0 0..0 0 0 ... Ax

L’équation 6.7 entraine la relation A\; = ¢. En utilisant 6.5, on obtient
A2 =a); pour 2 <i<|X|,donc \; =0 ou \; = a. Notons ¢ le nombre
d’indices ¢ > 2 pour lesquels \; = a. En comparant les valeurs de la
trace de G calculées avec la définition de G et avec la forme diagonale
ci-dessus, on obtient I’égalité (z,z)?|X| = c + ta qui, en remplacant a et
¢ par leurs valeurs tirées de 6.6’ et de 6.7, devient 1 = % + %, d’ou

-1 2
t = w Le nombre de valeurs propres non nulles de G est
1
donc t+1 = @ L]

La démonstration matricielle donnée ci-dessus sert de modele pour

N

certaines démonstrations a venir. Voici une démonstration plus directe
du théoreme 6.7, due a Thierry Vust.
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Il s’agit de prouver qu'un réseau fortement parfait est parfait. Pour
cela, on démontre qu’un polynéme P orthogonal a tous les p;(f), ze X,
est nul. Pour z € X, on a P(x) = [pgf),P] = 0. Si maintenant X est un

4-design, on a
1
Pldr = — P(z)* =0
o= &

d’ou P =0, puisque P est une fonction continue.

REMARQUE 6.8. Les notions de perfection et d’eutaxie fortes, tout
comme les notions usuelles, ne font intervenir que ’ensemble des vecteurs
minimaux du réseau. Ainsi, si L est fortement parfait, tout réseau L' O L
ayant méme ensemble de vecteurs minimaux que L est également forte-
ment parfait.

REMARQUE 6.9. Comme les réseaux parfaits dont ils sont un cas
particulier, les réseaux fortement parfaits possedent les trois propriétés
suivantes :

(1) S(L) engendre E.
(2) L est irréductible.

(3) L est rationnel, c¢’est-a-dire proportionnel & un réseau entier.

Commentaires.

(1) Découle de la simple existence de coefficients d’eutaxie, sans restric-
tion sur le signe, et est en particulier vérifiée par les réseaux fortement
eutactiques.

(2) Résulte simplement du fait que la dimension de l’espace engendré
par les pg), x € S(L) est strictement inférieure & dim 7, » = @ dans
le cas d’un réseau réductible. Ce n’est pas une conséquence de la forte
eutaxie.

(3) Il s’agit d’un théoreme de Korkone et Zolotareff. On démontre dans
[M-V] que cette propriété est vérifiée par les réseaux fortement eutactiques.
(Toutefois, elle n’est pas entrainée par l’eutaxie.)

On montre (Bergé et Martinet, cf. [M], chapitre IX) que les classes de
similitude de réseaux faiblement eutactiques (c’est-a-dire possédant des
coefficients d’eutaxie) sont en nombre fini, résultat di & Voronoi dans le
cas des réseaux parfaits et & Ash dans le cas des réseaux eutactiques. Cette
propriété suggere d’essayer de classer les réseaux fortement parfaits entiers
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de dimension donnée, une question sur laquelle nous reviendrons dans la
suite.

La propriété (3) ci-dessus suggere de classer également les réseaux for-
tement parfaits de minimum donné.

Le cas du minimum 1 est évident, le seul réseau entier irréductible de
minimum 1 étant Z; c’est en effet un résultat général qu’un plongement
isométrique L — L' avec L unimodulaire induit une isométrie L' ~ L L
L+ et, dans le cas de L = Z, c’est évident en utilisant le lemme suivant,
facile, mais d’usage constant :

LEMME 6.10. Soit L un réseau et soient x et y deuzx vecteurs non
nuls et non proportionnels de L. Alors,

(1) Si x est minimal, on a |(z,y)| < $N(y).
(2) Si x ety sont minimauz, on a |(z,y)| < $N(L).

Démonstration. On a N(z +y) — N(z) = N(y) £ 2(z,y) > 0, d’ou
F(z,y) <3N@). O

Les résultats du § précédent permettent de résoudre tout de suite le cas
du minimum 2 (on note A, , D, , E, le réseau engendré par le systeme
de racines respectifs A,,, D,,, E,):

THEOREME 6.11.  Un réseau entier fortement parfait de minimum 2
est isométrique a l'un des réseaux de racines Ay, Ay, Dy, Eg, Er ou Eg.

Démonstration. Soit A un tel réseau. Le sous-réseau L' de L engendré
par S(L) est lui aussi fortement parfait et de méme rang n que L. Etant
engendré par par des vecteurs de norme 2, L' est un réseau de racines,
dont le théoreme 5.7 montre qu’il est isométrique a 'un des six réseaux
Ay, Ay, Dy, Es, Er ou Eg. On a det(L') = det(L)[L : L']*. Comme
[L"L']? doit diviser det(L'), les seules possibilités sont L = L', ou n =4,
L' =Dy et [L: L] =2.0n exclut ce dernier cas en observant que L
devrait étre alors unimodulaire, donc isométrique au réseauréductible Z*.

Le cas du minimum 3 est 'objet du § suivant. La classification n’est
pas connue au-dela; voir toutefois [M1] pour le cas de certains designs
supérieurs.

En examinant la liste des 48 réseaux parfaits (dont 44 sont extrémes)
de dimension n < 7, on démontre:
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THEOREME 6.12. Un réseau fortement parfait de dimension n < 7 est
semblable a l'un des 7 réseauz Ay ~7Z, Ay, Dy, Ko, Ef, Er ou Es. [

La liste des réseaux parfaits ainsi que celle de leurs principaux invariants
peut étre lue dans [C-S1] ou dans [M], chapitre VI; la confirmation du
caractere exhaustif de cette liste a été faite par Jaquet dans sa these,
résumée dans [J].

La démonstration du théoreme 6.12 est grandement facilitée par deux
résultats que nous prouverons plus loin:

(1) Une condition nécessaire pour qu’'un réseau L soit fortement par-
fait est que I'inégalité N(L)N(L*) > 22 soit satisfaite (théoreme 10.4 et
proposition 10.8 ci-apres). L’examen des 48 réseaux parfaits de dimension
n < 7 prouve que seuls les 7 réseaux ci-dessus vérifient cette condition. (Il
y a méme égalité; on dit alors que ces réseaux fortement parfaits sont de
type minimal, cf. §10.)

(2) Les méthodes du §8 permettent de laisser & un ordinateur le soin
de déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles un réseau donné est un
t-design sphérique (tout au moins, si la dimension n’est pas excessive).
Comme les groupes d’automorphismes des 7 réseaux ci-dessus operent
transitivement sur leurs ensembles de vecteurs minimaux, il suffit ici
d’appliquer le corollaire 8.3, ce qui peut se faire facilement “a la main”.

En outre, du fait que ces réseaux sont de type minimal, la proposi-
tion 10.12 entraine que leurs ensembles de vecteurs minimaux ne sont pas
des 6-designs.

7. LES RESEAUX FORTEMENT PARFAITS DE MINIMUM 3.

Pour décrire la classification de ces réseaux, nous devons décrire pour
certaines dimensions n < 23 des réseaux, que nous notons O, , notation
qui n’est classique que pour n = 23. Le lemme suivant peut étre extrait
de [M], ch. 5, §7:

LEMME 7.1.  Soit A un réseau entier pair de dimension n > 2 et de
minimum 4, et soit e un vecteur minimal de A. Notons p la projection
orthogonale sur Uhyperplan H = et , posons A = {z € A | (e,x) = 0
mod 2}, et soit A, = p(AL). Supposons vérifiée l'une des deux hypothéses
suivantes :
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(1) Il existe x € A avec (e,z) =1 mod 2;

(2) On a (y,e) =0 mod 2 pour tout y € A, et A contient un vecteur x
avec (e,z) =2 mod 4. Alors, A, est un réseau entier impair de min-
imum au moins 3, et 'on a det(A.) = det(A) sous l'hypotheése (1)
et det(A,) = L det(A) sous l’hypothése (2).

— 1

Démonstration. Comme x € E se projette sur Re en ( )e, on a
e, e
plz) =z — ((ee, ge, d’oui, quels que soient z,y € E,
2 G@.pw) = @y - G0N ) GDED)

(e,€) 4

Comme les produits scalaires (z,e) sont pairs pour z € AL, A, est
entier. En outre, A/ contient des vecteurs z avec (e,z) = 2 mod 4
(sous I’hypothese (1), prendre z = 2y avec (y,e) impair), et, pour un

2
e,
tel vecteur, N(p(z)) = N(z) — ( ’4)
que Pon a |(e,x)| < 1N(z) pour tout & € A non colinéaire & e, d’ou
23
N(p(a)) = M) - E > 3n) 2 3.
Il reste & calculer le déterminant de A.. Or, vu que l'on obtient A,

en projetant Al parallelement & e, on a det(Al) = det(Ze)det(A.),

det (Al
donc det(A.) = %, ce qui est bien le résultat annoncé, car Al est

est impair. Le lemme 6.10 montre

d’indice 2 dans A sous ’hypothése (1) et égal & A sinon. [

En pratique, on considere des réseaux A tels que Al contient un vecteur
x minimal avec (e,z) = 2, et l'on a alors N(A.) = 3. C’est ce qui se passe
dans le cas des réseaux laminés de Conway et Sloane ([C-S], ch. 6; voir
aussi plus loin, §19) pour 2 < n < 24. Rappelons que ces réseaux sont de
minimum 4, uniques & isométrie pres sauf en dimensions 11,12,13, que
A, est isométrique & V2, pour n = 6,7,8, que Asy est le réseau de
Leech, I'unique réseau unimodulaire de dimension 24 et de minimum 4
(théoreme de Conway), et que Ag se plonge dans Asy de fagon unique
a automorphisme prés de Asy. Son orthogonal est alors le réseau Ajg,
isométrique au réseau BWig de Barnes-Wall (orthogonal dans Aoy de
A, est isométrique & Asy_p, ). Ce dernier réseau est 2-modulaire (i.e. il
existe une similitude de rapport v/2 de A%z sur Ajg).

Pour n < 8, n = 16 et n = 24 (entre autres), le groupe Aut(A,)
opére transitivement sur ’ensemble des vecteurs minimaux. Il en résulte
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que le réseau A, qui lui est associé est défini & isométrie pres par la donnée
de A,,.

Notons enfin que le plongement de Ag ~ /2Eg dans Ay définit un
plongement des réseaux projetés A. correspondants.

DEFINITION 7.3. On pose O; = v/37Z. On note O; (resp. Os3) le
projeté A, associé & Ag (resp. & Ass). On note enfin Oz (resp. Oqg)
Porthogonal de O; (resp. O7) dans Oss.

Ce que l'on sait des réseaux laminés garantit que les réseaux de la
définition 7.3 sont uniques a isométrie pres. Le lemme 7.1 montre que ces
réseaux sont entiers de minimum 3, que Os3 est unimodulaire et que Oy
est de déterminant 64 ; on a donc aussi det(Oi6) = 64.

On peut étre plus précis.

La regle selon laquelle “la projection du dual est le dual de la section”
(cf. [M], ch. I, prop. 3.4) montre que 'on a

1

7

On a donc O ~ \/§E$, et O; s’obtient & partir de vV2E; ~ A; par
adjonction d’un vecteur de norme 3 de Aj.

De la méme fagon, O s’obtient par adjonction & Ajg d’un vecteur
de norme 3 de Ajz. Comme Ag et Ay sont 2-modulaires, les quotients
0, /07 sont 2-élémentaires pour n = 7 et n = 16, alors que Oy est
de déterminant 3. En fait, A7, Ayg, Aoz et Aoz sont les réseaux pairs
associés respectivement a O7, O, Oz et Oag.

[ Toutefois, contrairement & ce qui est écrit dans la préface a la deuxieme
édition de [C-S], on n’obtient pas un réseau de déterminant 64 par
projection de Aj7.]

Il est important de connaitre le nombre de vecteurs minimaux de chacun
de ces réseaux. On a s(0O1) =1, s(O7) =28, s(O16) = 256, s(O22) = 1408

Signalons que les réseaux O,, construits par Rains et Sloane dans [R-S]
ne sont pas les réseaux O,, ci-dessus.

1 1

THEOREME 7.4. Les réseaux fortement parfaits qui sont entiers et de
minimum 3 sont O1, Oz, O15, Oz et Oa3.

Démonstration. Soit A un réseau entier de minimum 3, et soit X
I’ensemble de ses vecteurs minimaux. On va appliquer les identités 5.2
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en prenant @ = 9 € X. Soit n; = |{z € X | (xg,z) =i}|; on a |X| =
2+ ng + 2n; . Les identités 5.2 s’écrivent

. 3% X |
7.5 32 =
(7.5a) + nq om
3’| X]|
4 _
(75b) 3 +n; = 2n(n+2) ,
d’ou, par différence,
25 —n
7.6 ——|X|=28.
(7.6) 2n(n + 2) B

On a donc n < 24, et les relation de divisibilité imposées par 7.6 et 7.5a
permettent de restreindre n a la liste

(7.7) n=1,713,16,17,19,21,22,23,24,

valeurs pour lesquelles les équations 7.5 ont une solution en entiers
n,|X|,n; > 0. On constate que

|X| 8(n+2) n—1

— =" t =81
o 2%-n O MTYma
sont bien dans tous les cas des entiers positifs.

(7.8)

Notons Y l’ensemble des vecteurs de A de norme 4.

LEMME 7.9.
(1) Quels que soient x € X et y €Y, on a (x,y) € {0,£1,+£2}.
(2) Soit yo € Y. Alors, le nombre d’éléments © € X avec (x,yo) = 2 est
_34—n|X]| _834—n

M= o T -

(3) On a mi|X|=ma|Y].

Démonstration. (1) est une conséquence immeédiate du lemme 6.10.

(2) Pour i = 0,1,2, soit m; = |{z € X | (yo,x) = i}|. Les équations
5.2, appliquées avec o = yp € Y, expriment m; et ms comme solutions
d’un systeme de Cramer permettant de vérifier tout de suite que mso a la
valeur donnée dans (2).

(3) Le nombre de couples d’éléments xg,x; € X avec (xg,z1) = 1 est
égal & n1|X|. Mais, si (zg,z1) =1, pour y =x9 — 21, 0n a (y,y) =4 et
(zo,y) = 2. Réciproquement, si y € Y et si xg € X est tel que (z9,y) = 2,
alors, pour @1 = w9 — y, on a (zo,x1) = 1. On a ainsi mis en bijection
Pensemble des couples x, 2" de X x X vérifiant (x,2') = 1 avec ’ensemble
des couples z,y de X x Y vérifiant (z,y) =2. [
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En tirant n; et |X| de 7.8 et my de 7.9,(2), on déduit de 7.9, (3)
légalité
n(n —1)(n + 2)
YV|=23 10—
Yl (25 —n)(34 —n)

Comme |Y| doit étre entier, on élimine de la liste 7.7 les valeurs n =
13,19,21, 24, restreignant les dimensions a priori possibles a

(7.10) n=1,716,17,22,23.

LEMME 7.11.  Si A n’est pas unimodulaire, on a n =1 mod 3, et A*

. n+ 2
est de minimum 9

Démonstration. Par hypotheése, 'inclusion A* D A est stricte. Con-
sidérons une classe non nulle ¢ de A* modulo A, et choisissons dans ¢
un élément ¢t de norme minimale. L’argument utilisé pour démontrer le

3
lemme 6.10 montre que, pour tout z € X, on a |(¢,z)] < @ =5 Soit
p1 = |{z € X | (t,z) = 1}|. Les formules 5.2 s’écrivent alors

| X | X (t,2)°
2p = 6—(t,t t  2p; = 54—
P1 2n(7) € P1 % n 2
et ont pour unique solution
n+ 2 n+2|X 8(n + 2)?
(=", o nt2lt] Setd)
9 3 2n  3(25—-n)
Le fait que p; soit entier équivaut 8 n =1 mod 3. [

On sait ([C-S], ch. 16) que O3 est 'unique réseau unimodulaire de
minimum 3 et de dimension n < 23. Par ailleurs, si A est imprimitif,
\/ig A est entier de minimum 1, donc isométrique a Z, et A lui-méme est
isométrique a O; .

Pour démontrer le théoreme 7.4, on est maintemant ramené a prouver
que, dans chacune des dimensions n = 7,16,22, un réseau A primitif non
unimodulaire fortement parfait est nécessairement isométrique a un réseau
O.., et que les cinq réseaux O,, de I’énoncé sont effectivement fortement
parfaits. On se contentera d’une vérification informatique de ce dernier
point (en fait nécessaire seulement pour n = 16,22,23).
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LEMME 7.12. Sin =7 ou n = 16, A*/A est 2-élémentaire; si
n =22, A*/A est 3-élémentaire.

Démonstration. Le réseau A* est engendré par les vecteurs de la forme
t + x, ¢ parcourant A et ¢ 'ensemble des vecteurs minimaux des classes
non nulles de A*/A. On a vu au cours de la démonstration du lemme 7.11
que lon a (t,t) = 22, d'ou (t+w,t+z) = (t,8)+2(¢,2) + (v, 2) = (t,1) =
”T“ mod Z.

Sin=7o0un=16, (t+z,t+ ) est entier quels que soient ¢ et z,
si bien que les produits scalaires sont entiers ou demi-entiers sur A*. On
a donc 2A* C A dans ce cas.

Sin=22,o0na (tt) = %, donc 6(t + z,t + x) € 2Z. Cela prouve que
V6 A* est un réseau pair; en particulier, on a V6A* C (V6A*)* = % A,
d’ou Vinclusion 6A* C A, qui montre que 'exposant du groupe A*/A
divise 6. Cet exposant divise 3 (et est en fait égal & 3): sinon, il existerait
un élément v d’ordre 2 dans A*/A (on aurait u € A*, u ¢ A, 2u € A);
un tel u serait encore de la forme u =t; + x, avec (t1,t;) = % et x € A;
modulo A, on pourrait supposer que u = t; avec 2t; € A et 4 (t1,t1) = %
serait entier. Cela prouve que A*/A est 3-élémentaire. [J

Il résulte de ce lemme que le déterminant de A est de la forme 2*
(resp. 3%) avec 0 < k < n. Les inégalités sont en fait strictes puisque A
n’est ni unimodulaire, ni imprimitif. En outre, v/2A* est de minimum 2
pour n =7 et 4 pour n = 16, alors que V3 A* est de minimum 8 pour
n =22.

Pour achever la démonstration du théoreme 7.4, nous allons devoir
préciser les valeurs du déterminant de A, puis utiliser divers résultats de
classification.

Démonstration du Théoréme 7.4 pour n = 7. Onavuque det(A) = 2*
pour un entier k € [1,6]. Mais on n’a pas k < 5, car A serait alors plus
dense que E;. Par ailleurs, chaque classe de A*/A contient un couple
+t de vecteurs de norme 1. Il y a donc 2(2%¥ — 1) = 2.63 vecteurs de
norme 1 dans A*. Soient A’ le réseau qu’ils engendrent. Par z — 2z,
on transforme L’ en un réseau de racines L contenant 2.63 racines. On
a donc L ~ Ey, donc aussi v2A* ~ E; (car det(A*) doit étre entier, et
det(E7) = 2), ce qui prouve que A est semblable a E5 .

Démonstration du Théoréme 7.4 pour n = 16. Posons det(A) = 2%,
Soit Ay le réseau pair associé & A. On a Ay C A C A" C A}, et
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[A:Ag] =[A}: A] =2, donc det(Ap) = 2872, On remarque que

1
VEe AJNA" Ve AN Ay, (f,x)e§+Z.

En effet, pour £ € A§ ~ A", 2(§,z) = (2£,z) est entier pour tout = € A,
d'ou (¢,2) € ZU 3 +7Z,et (&, ) est demi-entier pour au moins un x € A,

qui n’est certainement pas dans Ag. Si y est un autre élément de A\ Ag,
onay—z€ N, etdonc (§,z)—(&y) = (£, —y) est entier.

Soit maintenant & € Aj ~ A* de norme minimum dans sa classe
modulo A*. Pour # € X (ensemble des vecteurs courts de A), on a
|(&2)] < 2(w,2) = 2, soit ({,2) € {£3,£3}. Les trois nombres (,¢),
nisp et ngsy (nombres de z € X avec respectivement (£,x) = %,%
vérifient les trois équations |X| = 2(ny/» + ngss) et les deux équations
fournies par 5.2, ce qui conduit au systeme

*) ni/e +nzs2 = 256;
(**) ni/z + 9Nz = 192(¢,€);
(**%) niz + 8lng/;n = 384(¢,¢)°.

En éliminant ny/» et nz/2, on obtient I'équation du second degré

(6;6)2 - 5(676) +6=0

qui prouve que (&, &) est 'un des entiers 2 ou 3, et entraine que v/2 A
est un réseau (entier) pair. On en déduit que le quotient Af/Ao est
2-élémentaire.

Or, les réseaux de dimension 16 qui sont pairs et 2-élémentaires ainsi
que leur dual renormalisé ont été classés par Scharlau et Venkov [S-V].
(Pour tenir compte & la fois du fait que Ag n’a pas de vecteurs de norme 2
et que son dual renormalisé n’a pas de vecteur de norme 2, on dit dans
[S-V] que le systéme de racines généralisé est trivial.) Parmi ces réseaux,
un seul est de minimum > 4, & savoir le réseau de Barnes-Wall Ajg. Par
conséquent, A est bien le réseau O décrit au début du paragraphe.

Démonstration du Théoréme 7.4 pour n =22. On a vu que det(A) =

3% pour un entier k € [1,21]; on montre que k = 1. Pour cela, on observe

que, quel que soit y € A* N A, on a (y,y) = —% mod Z, car y est de

la forme ¢ + x avec x € A et ¢ minimal dans sa classe, et 'on a alors
(y,y) = (t,t) =5 mod Z. Si k > 1, on peut trouver t1,t; € A* N A tels
que t; + ty et t; — t2 soient tous deux dans A* ~. A. On en déduit que
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l'on a 4(t1,t2) = (tl + tz,tl + tz) — (tl — t2,t1 — tz) = 0 mod Z, donc
(tl -|—t2,t1 +t2) = —% mod %Z % —% mod Z.
Ainsi, A est un réseau entier, de minimum 3, de dimension 22, de

déterminant 3, et les éléments non nuls de A*/A sont de norme au moins

5 et congrus & —3 modulo Z. Dans A L O, considérons I’élément
@ = (y,+2) oll y est un vecteur minimal de A* et z engendre O;. On a
(z,z) = % + % = 3, et on voit tout de suite que le réseau engendré par

A L O; et z est entier, de minimum 3 et de déterminant 1. Il est donc
isométrique & Os3, et A lui-méme est donc isométrique a Oss .

Cela acheve la démonstration du théoreme 7.4. ]

Des techniques utilisant des calculs de crochets (au sens du §1) de
polynomes convenablement choisis permettent d’obtenir des majorations
fines de linvariant s (“demi kissing number”) d’un réseau entier de
norme 3. Voici un énoncé, de portée en fait plus générale, s’appliquant
aux dimensions n < 24, et fournissant en particulier une démonstration
de l'inégalité 7.6 sous des hypotheses moins restrictives.

THEOREME 7.13. Soit S une partie finie symétrique de R* formée
de 2s vecteurs de norme 3, de produits scalaires mutuels 0,1, £3. Alors,
on a les magjorations suivantes de s :
8n(n + 2)

25—n
&n

—n

(1) Pour tout n <24, s <

(2) Pour tout n <8, s < 9

Signalons la majoration universelle suivante, due a Seidel ([S]):

n+2> _ n(n+1)(n+2)

7.13 <
(7.13) o< ("3 nr?,

dont le théoreéme 7.13 montre qu’elle n’est optimale pour aucune valeur de
n<24sauf n=1et n=23.

Avant de procéder a la démonstration du théoréme 7.13, nous démon-
trons des inégalités faisant intervenir les polyndmes de Gegenbauer, cf. [Vi],
ainsi que [Bc-V], §5. Pour tout entier d > 1 et tout « € R™, il s’agit de
I’'unique polynéme harmonique de la forme

Péa) (z) = (z, ) + a1 (a, @) (z,z) (z, )2+ ... .



RESEAUX ET “DESIGNS” SPHERIQUES 33

Voici ces polynomes dans les cas d =2 et d =4:

3(a, a)? (z, 2)?

() — a__0 a,q) (z,2) (z,)? + 212 07
P, (ZL")—(CU,CU) ( ) )(7 )(’ ) +(n+4)(n+2)‘

n+4

PROPOSITION 7.13a. Soit X un sous-ensemble fini de R™ . Pour tout
d>1,o0na

z1,226X

Démonstration. Considérons le polynome F(z) = } .y Péy)(m).
Calculons [F, F]. On a

[F,F] = Z [chyl)yptgyz)] — Z [(r,y1)d,Péy2)] _ Z PéyZ) (y1).

y1,Y26€X Y1,y2€X Y1,Y2€X

(La derniére égalité provient de la proposition 1.1; la précédente se justifie
en utilisant 1’égalité [wf, h] = 0, valable pour tout h harmonique; on a
posé w = (z,z).) Cela démontre la proposition, puisque [F, F| est positif
ou nul quel que soit F'. [J

Démonstration du théoréme 7.13. On revient aux notations du théo-
réme, en notant en outre S’ un systéme de représentants des couples +x
de S. (On a |S'| =s.) On note a le nombre de couple (z1,z3) € S' x S’
tels que (w1,x2) = £1. On utilise la proposition précédente pour d = 2 et
d=4,avec X = 5.

Pour d = 2, on obtient

. .1 9 .
Z P2( 1)(562): Z ((562,561)2——32)=9’n+a——8220,
n n
x1,x2€S’ xy,e2€S’
d’ou

9s(s — n)

() a2z

Pour d = 4, on obtient
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> P ()

x1,x2€S’
6 ‘ 3.3
4 2 2
= , T e 3 , L + e —
2 (et = g B e )
32 3542
=a+3%— (a+3%s) > >0.

(n+4)(n+2)
On vérifie facilement que pour n < 50, cette inégalité se transforme en

() 3ts(n? — 4+ 3s)
= (n+2)(50 — n)

n+4

En éliminant a entre les inégalités (*) et (*x), on obtient

s—n 32(n? — 4+ 3s)
n ~ (n+2)(50—n)’

Lorsque ’on suppose en outre que 'on a n < 24, 'inégalité précédente se

met sous la forme
8n(n + 2)

"=T5—n
qui est précisément ’assertion (1) du théoreme.
Pour démontrer ’assertion (2), on utilise (*) ainsi que l'inégalité
évidente a < s(s —1). En éliminant a, on obtient

9s(s —
9s(s —n) <s(s—1),
n
qui, pour n < 8 est précisément l'assertion (2). [

,122) _ nn+1)(n+2)

Voici une démonstration de l'inégalité s < ( énon-

cée ci-dessus. Il convient de noter que le nombre m = (";2) intervient comme

dimension de l’espace F,,3 des polynomes homogenes de degré 3 a n indéter-
minées. On conserve les notations de la démonstration du théoreme 7.13.

Soient G et F' les matrices s x s dont les éléments sont les produits scalaires
respectifs (z,y) et (w,y)® avec x,y € §'. On a (r,y) = 3 si y = = et
(z,y) = 0,%1 si y # =, dou (z,y)® = (x,y) si = et y sont distincts, et
(z,2)® — (x,2) = 3° — 3 = 24 sinon, ce qui entraine la relation

F-G=241,.
On remarque que G est la matrice de Gram de S’. C’est donc une matrice
positive, de valeurs propres Ai,...,As > 0, et de rang < n. Par conséquent, les

valeurs propres de F', égales & 24 4+ \;, sont strictement positives.
Nous allons maintenant interpréter F' comme une matrice de Gram dans

R™. A 2z € 8, on associe (cf. §1) la forme p{¥ : @ = (z,a)?. Alors, F est la
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matrice de Gram associée aux produits scalaires [pg’), p§3)] . Son rang est donc

au plus m, dimension de l'espace F, 3, et aussi égal a s, puisque F possede
exactenent s valeurs propres non nulles. ]

La majoration par 24 de la dimension que nous avons utilisée dans la
démonstration du théoreme 7.4 possede la généralisation suivante:

ProrosiTioNn 7.14.  Un réseau fortement parfait entier de norme
m > 2 est de dimension n < 3(m? —1).

Démonstration. On applique comme précédemment les relations 5.2 a

un vecteur minimal a de L. Les sommes du membre de gauche ont pour

termes dominants respectivement m? et m* > m?, et 'on a pour tous les

autres termes les inégalités larges (z,a)* > (z,«)?. En faisant la différence

des seconds membres, on en déduit 'inégalité stricte
2 2

m 3m

— | XK

n n+ 2

-1 >0,

ie. n<3m?—2. 0l

8. UNE CARACTERISATION DES DESIGNS SPHERIQUES.

Dans ce §, on considére un sous-ensemble fini X = {z1,...,2n} d'une
sphere de R™, dont le carré du rayon est noté m. Pour simplifier, on
suppose que X est symétrigue (on a —X = X). On note k un entier
positif pair, soit k& = 2/, et ’on s’intéresse a la propriété pour X d’étre
un k-design (ou un (k + 1)-design; vu la symétrie de X, cela revient au
meéme).

THEOREME 8.1. On a

) 1.35...(20—-1)
> @y = n(n+2)...(n+2({—1))

z,yeX

\%

m2e|X|2,

et 1’égalité a lieu si et seulement si X est un 20 + 1 -design.

Démonstration. On suppose pour faire la démonstration que m =1,
et ’on pose
1.35...(20-1)

(8.2) c:n(n+2)...(n+2(€—1)) X
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Rappellons que X est un 2¢-design si et seulement s’il vérifie la condition

Y (z,0)* =c(a,a)f

zeX

quel que soit o € R™ ; c’est une identité polynomiale. Rappelons également
quelques notations du §1: on pose w(a) = (a, @), et pgﬂ) est application
x +— (z,2)*". La démonstration va découler du calcul de la norme dans
Pespace des polynomes (le crochet, défini au début du §1) de la différence

Yeex p&w —cw’. On a en effet

(*) Z p:(c22) - sza Z p:(c22) - cwl > 0;

zeX zeX

et I'égalité caractérise les 2£-designs.
Le calcul du crochet se fait en utilisant les regles suivantes démontrées
au §1 (F et G désignent deux polynomes homogenes de degré 2¢ sur R" ):

(1) (P29, F] = F(2);
1

On trouve pour le crochet ’expression

> 129,20 = 2¢ > (W PO + P lwt, ']

wy,v2€X zeX

dont on voit tout de suite que les deux premiers termes valent respective-

ment
Z (:L‘l,:L‘Q)2Z et —2C|X|.
x1,x2€X
Quant au dernier terme, on le calcule par Iidentité [w’, w’] = WAe( )
(exemple 1.5). On a A((a, a)®) = 20(2¢ +n — 2)w* !, d’ot, en itérant,
1 PN _ _ _
A () = G @0GL-2)...2. Q4 n - D@L =)0
2t ¢!
nn+2)(n+4)...(n+20—2)

1.35...(20—1)

Finalement, on obtient )" yex(w,y)ze > 2| X| - cz%l =cX|. O
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Pour appliquer le théoreme 8.1, on a intérét a utiliser le groupe des
automorphismes de X (transformations orthogonales conservant X ). En
effet, la somme }° (=, ¥)** ne dépend que de 'orbite de x sous Aut(X).
En notant 2 ’ensemble des orbites, on obtient

Yo @y =) lol Y (0y)*,

z,yeX o€ yeX

ol z, désigne un élément arbitraire de ’orbite o.

Dans le cas particulier d’une opération transitive, on obtient (c est
défini en 8.2):

COROLLAIRE 8.3.  Supposons que Aut(X) opére transitivement sur X .
Alors, X est un (2£+ 1) -design si et seulement si , pour un € X, on a

Yyex(@y)* = m* e X].

L’inégalité du théoreme 8.1 s’interprete comme une inégalité matricielle
portant sur la matrice de Gram G = ((x;,x;)) des vecteurs de X . Elle est
particulierement intéressante dans le cas des matrices G semi-positives,
qui sont fortement dégénérées, c’est-a-dire dont la taille est trés supérieure
au rang.

A un réseau A, on associe ainsi une série de fonctions de degrés
2,4,..., associées a ’ensemble X de ses vecteurs minimaux, dont la plus
importante dans I’étude de la perfection forte est

2
e = Y ) - X,
z,yeX TL(TL + 2)
c o~ _ pa(A) . . o
ou sa normalisée @4(A) = @) Cette derniere fonction est définie sur

les classes de similitude de réseaux. C’est une fonction positive, dont les
zéros sont les classes de similitude de réseaux fortement parfaits. Ces ré-
seaux sont donc des points critiques de @y .

min A

Les points critiques de l'invariant d’Hermite y(A) = Tot(A) 177
les classes de similitude de réseaux eutactiques, liés a la cohomologie de
SL,(Z) (cf. [Ash]); on s’attend a ce qu’il y en ait beaucoup.

En revanche, dans le cas de ¢4, on cherche des minima absolus (en
loccurence, la valeur 0). La complexité de la cohomologie de SL,(Z)
n’intervient pas ici, et ’on s’attend en conséquence a ce qu’il n’existe que

sont

peu de réseaux fortement parfaits.
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9. RESEAUX FORTEMENT PARFAITS ET FAMILLES F:]QUIANGULAIRES DE
DROITES.

Comme c’est le cas pour tous les réseaux parfaits, ’ensemble X des
vecteurs mininaux d’un réseau fortement parfait posseéde au moins 2s =
n(n+1) vecteurs minimaux (on doit avoir s = £|X| > dim F,, » = "(nTH) )-
On s’intéresse aux cas ou il y a égalité. Nous avons déja rencontré trois
exemples de tels réseaux, & savoir Z, Ay et E;. Dans ces trois exemples,
les directions des vecteurs minimaux forment une famille équiangulaire de
droites. C’est 1a un fait général:

THEOREME 9.1. Soit A un réseau fortement parfait avec |X| =
n(n+1). Alors:

(1) Quels que soient x € X et y € X non proportionnel & ©, on a
1

Vn+2

(2) Si A est de dimension n > 2, n+ 2 estle carré d’un entier impair.

+cosT,y =

Démonstration. Choisissons un systéme X' de représentants des cou-
ples +2 de vecteurs de X . Le nombre d’éléments de X' est s = "(nTH)
Comme A est parfait, les polynémes homogenes de degré 2 sont combi-

. s (2) / . . .
naison linéaire des py ', * € X', et cette représentation est unique, car
| X'| = s. Cela s’applique en particulier aux polynémes de la forme p(zz)

pour z € R, pour lesquels on trouve la représentation explicite

(9.2) p? = Z (%133)2 <n(r|z);|—| 2 (z,2)* — %(2,2)(%@) pe

zeX'’

(Cela se voit en calculant la norme de la différence des deux membres,
par un calcul analogue & celui qui a permis de caractériser les 2¢-designs
en 8.1.)

Appliquons cette formule & un élément 2z = zy € X'. Le coefficient de
pfo s’écrit

1 <n(n+2) n

2 N 2y nt+2 1
(Io’xo)z |X| (550;370) |X (ZL"(),ZL"()) > -

rre =1
n+1 n+1

comme il se doit, et les autres coefficients doivent étre nuls, ce qui impose
que Pon ait pour tout x # xy de X' les égalités
n(n + 2)
| X

2_ M (z,20)* _ 1
(l'o,l') - | |(I0,I0)(I,I) — (ZL'(),ZL'())Z - TL+2’
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ce qui est précisément ’assertion (1) du théoréme.

Prouvons maintenant I’assertion (2) (en supposant n > 3), et normal-
isons A au minimum 1, ce qui ne restreint pas la généralité. Comme tout
réseau parfait est rationnel (cf. 6.9), les produits scalaires (z,y)? sont ra-
tionnels quels que soient xz,y € X, ce qui prouve tout de suite que n + 2
est le carré d’un entier pour tout n > 1. Il nous faut prouver que cet entier
est impair.

Posons a = . Notons G la matrice de Gram de X' (peu importe

1
vn+2
la fagon dont on ordonne les vecteurs de X'); soit I la matrice unité

d’ordre |X'| = "(n2+1) , soit J la matrice de méme ordre dont tous les

coefficients valent 1, et soit H = 1(G —I). Ces matrices sont de la forme

1 o ... £ 0 +1 ... £1 11 ...1
ta 1 ... *«a +1 0 ... %1 11 ...1
G= e , H= e et J=1|.. .
to ta ... 1 +1 41 ... O 11 ...1

Le rang de G est égal au rang de X, soit n. La multiplicité de 0
comme valeur propre de G est donc N —n > 3. Les valeurs propres de
J sont 0 et s, avec les multiplicités respectives N — 1 et 1. Il en résulte
que les sous-espaces propres associés a la valeur propre 0 de G et de J
ont une intersection non réduite & {0}. Soit & un vecteur propre commun
aGetaJ.OnaGxr=0,donc Hx = —ix. Considérons alors la matrice
K=%1H+J-1I).0na Ke=—%1(1+1)z. Comme les coefficients de
K sont entiers (égaux & 0 ou 1), 3(% + 1) est un en;ier algébriqtie, et

n+

1
sa norme est un entier rationnel. Finalement, 1(1 - =) = 1
a

est

entier, d’ou n = —1 mod 4. [

Apres les dimensions 1,2, 7 que nous connaissons, la prochaine dimen-
sion a priori possible pour laquelle les conditions de 9.1 sont satisfaite est
n = 23. Il existe effectivement desdn réseaux fortement parfait de dimen-
sion 23 avec | X| = 23.24 = 552, cf. §19.

10. RELATIONS AVEC LE RESEAU DUAL.

Tres souvent, le dual d’un réseau fortement parfait est lui-méme for-
tement parfait. En fait, le seul contre-exemple connu est celui du réseau
K/, défini au §19, dont le dual est seulement fortement eutactique. (On a
s(Kj ") =112 < 222 = 231 )
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QUESTION 10.1. Le dual d’un réseau fortement parfait est-il toujours
fortement eutactique ?

Nous allons maintenant nous intéresser & la variante duale 7' de
I’invariant d’Hermite.

DEFINITION 10.2. L’invariant de Bergé-Martinet d’un réseau A est
7'(A) = (N(A)NANY? = (v(A)y(A7)'/?

La constante de Bergé-Martinet est !, = sup, 7'(A).

[L’égalité qui figure dans 10.2 résulte de définition méme de 'invariant
d’Hermite: on a y(A) = % et det(A*) = det(A)~!. On a évidem-
ment 7/(A*) =7"(A) < n ]

Les réseaux sur lesquels v/ atteint un maximum local ont été étudiés
sous le nom de réseaux dual-extrémes, et caractérisés comme réseaux dual-
parfaits et dual-eutactiques, cf. [M], ch. III, §§3 et 8. Il résulte de ces
caractérisations qu’une réponse positive a la question 10.1 entralnerait
que les réseaux fortement parfaits sont dual-extrémes.

Soit A un réseau. Notons X' un demi-systéme de vecteurs minimaux
de A. Appliquée a un vecteur minimal p de A*, et vu que l'on a
(z,z)(p,p) = 7'(A)? quel que soit z € X, la relation 5.2a peut s’écrire
sous la forme

(10.3) > (@) = =y (4).

zeX’
Le membre de gauche de 10.3 étant entier, on en déduit que +'(A)? est un
nombre rationnel chaque fois que A est fortement eutactique.
, . . fiane L 2
THEOREME 10.4.  Si A est fortement parfait, on a +'(A)* > 3

Démonstration. En faisant la différence des relations 5.2 appliquées
en prenant a = p, on obtient I’égalité

(10.5) > (@ p)*((@,0)? —1) = S7I(A)2(n i 2

zeX’

VI(A)Z - 1) )

dans laquelle le premier membre est un entier > 0, ce qui entraine
immédiatement la minoration 7'(A)? > 222 []
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DEFINITION 10.5. On dit qu’un réseau fortement parfait A est de

. 2
type minimal si v'(A)? = n—?l)— et de type général sinon.

De ’examen du membre de gauche de 10.6, on déduit:

ProposITION 10.7.  Pour qu’un réseau fortement parfait A soit de
type minimal, il faut et il suffit que les produits scalaires (x,p) avec x
minimal dans A et p minimal dans A* soient égaux ¢ 0 ou £1. [

L’invariant ' est utile pour majorer le premier membre de 10.5. En
effet, I'inégalité de Schwarz entraine

[(2,p)] < (z,2)"%(p, p)/* =7'(A) < 7.

Pour n < 8,0na |[(z,p)] <7, < v < 78 = 2, et 'égalité |(z,p)| =2 a
lieu si et seulement si n =8, A ~ Eg et p est proportionnel a x. L’énoncé
suivant résulte tout de suite de ces remarques et des inégalités 73 < % et

2 _ 7
75 < 3 :

ProOPOSITION 10.8.  Un réseau fortement parfait de dimension n < 8
et non semblable a Eg est de type minimal. En outre, sa dimension n’est
ni 3, ni 5. [

En revanche, les réseaux unimodulaires fortement parfaits de dimen-
sion n > 1 ne sont jamais de type minimal: un tel réseau est en effet de
norme m > 2. En prenant alors p = x € X, on obtient (z,p) =m > 1,
ce qui entraine que le premier membre de 10.5 est dans ce cas strictement
spérieur & 1. On remarque toutefois que le lemme 6.10 entraine I'inégalité
meilleure |(z,p)| < |5 ] lorsque x et p ne sont pas proportionnels. II
serait intéressant d’améliorer la majoration de |(z,p)| pour z et p non
proportionnels dans d’autres cas que celui des réseaux unimodulaires.

ProprosITION 10.9. Un réseau de type minimal de dimension n > 2
n’est un t-design pour aucune valeur de t > 6.

Démonstration. Soit L un tel réseau. La propriété pour 'ensemble S
de ses vecteurs minimaux d’étre un 2¢-design se traduit par 'identité

Y (@a)* =y (D)*,

zeS/t
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la constante ¢, étant celle du second membre de 3.6 et de 8.2 On applique
cette formule en prenant pour « un vecteur minimal de L*. La proposition
10.7 montre que les premiers membres de ces identités sont indépendants
de ¢ (parce que (x,a) € {0,£1}). En écrivant que les seconds membres
sont égaux pour ¢ = 2 et ¢ = 3, on obtient 'égalité /(L) = *t*. En
comparant avec la définition 10.6, on obtient I’égalité "T'H = "TH, c’est-a-
diren=1. O

REMARQUE 10.10. La relation 10.3, par sommation sur p, entraine
I'identité

*

Yo (@n)? =Ty,

n
zeX!peX'*

qui est symétrique entre A et A*. (On a posé s* = s(A*).)

Nous donnons maintenant pour utilisation ultérieure une autre forme
des relations fondamentales 5.2 adaptée au cas ou « est un élément A de
A* . Soit 6(A) = (z,2) (A, A). Les produits scalaires |(z, A)| sont des entiers
majorés par /0(\). Posons k = [\/0(\)], et pour 0 < j < k, soit m;
le nombre d’éléments x € X' (demi-systeme de vecteurs minimaux) avec
[(x,A\)| = j. Notons Ay et By les demi-premiers membres de 5.2. On a

(10.11a) Ay =my + 2my + - + k2my, = %0(/\) et

4 3 s

(10.11b) By =mq +2'ma+---+k mk=n+2g9(/\)2.

Comme les différences j* — j2 sont divisibles par 12,
1
=—(By—4
C)\ 12( A A)

est entier, et la relation 10.5 prend la forme

(10.12) C)\=m2+"'+k 1_2k me%(?ﬁ(A)—(n-}-a).

Nous convenons d’omettre la référence a A lorsque A est minimal dans
A*. On a alors § = 7/(A)?, et 'on obtient une majoration de entier C' en
majorant d’abord 6 par 72, puis 7, et s par les bornes supérieures que
lon connait, et que 'on peut trouver notamment dans [C-S], chapitre 1,
table 1.2 (& utiliser avec la formule (47)) et table 1.5. Ces majorations sont
indiquées dans le tableau 10.13 ci-dessous, reposant sur le tableau 1.2 de
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[C-S], dans lequel la majoration Ceonj correspond aux choix pour v, (A) et
s(A) des plus grandes valeurs connues (qui peuvent du reste correspondre a
des réseaux distincts). Les valeurs de Ceopj mettent en évidence la relative
faiblesse des meilleurs majorations connues des invariants v et s.

Tableau 10.13

n 10 | 11 ] 12 ] 13] 14 ] 15 ] 16
V2 < |5,177 5,799 | 6,453 | 7,140 | 7,852 | 8,597 | 9,373
s< | 207 | 457 | 708 | 1116 | 1716 | 2715 | 4156
C< 3 6 12 | 21 | 37 | 67 | 114
Ceonj <| 0 0 2 1 4 10 | 30

En explicitant Cy a partir de 10.12, on trouve (de facon générale,
quelque soit A € A*) que O(A) est racine de ’équation du second degré

(10.14) 350(N\)? — (n 4+ 2)s8(A\) — 12n(n +2)Cy =0

que lon étudie dans le cas particulier de A € S(A*) en essayant pour
C' les valeurs autorisées par la table 10.13. Ecartons le cas C' = 0, qui
correspond a un réseau de type minimal. On écrit que le discriminant

(10.15) Ay =(n+2)s((n+2)s+144nC))

est un carré, on calcule ensuite la racine positive # de 10.14, on écarte les
cas ou f ne respecte pas la majoration de -, donnée dans la table 10.13
ou la minoration stricte 8 > "T“, ainsi que ceux pour lesquels A = 6 >
n’est pas entier.

On obtient ainsi d’importantes restrictions quant aux valeurs possibles
du couple (8, s) susceptibles de conduire & un réseau de type général. C’est
cette stratégie qui sera utilisée dans I’étude des dimensions 8 a 11.

Notons que la majoration 6 < -, jointe a l'inégalité de Schwarz
[(z,y)] < N(z)N(y) entraine la majoration |(z,y)| < v, quels que soient
z € S(A) et y € S(A*). Pour n < 8, on trouve (z,y) = 0, £1 sauf lorsque
x et y sont des vecteurs proportionnels d’un réseau semblable & Eg ([M],
ch. VI, lemme 3.3 et les commentaires qui suivent). Le tableau 10.13 montre
que la majoration |(z,y)| < 2 est valable au moins jusqu’a la dimension 15
(et sans doute aussi en dimension 16). Il en résulte que pour n < 15, C
est le nombre d’éléments « € S(A)/{£1} ayant avec un élément donné y
de S(A*) un produit scalaire égal & 2.
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11. LES DIMENSIONS 8 ET 9.

La liste complete des réseaux fortement parfaits de dimension n < 7
est donnée par le théoreme 6.11. Le but de ce § est de prouver que,
dans les dimensions 8 et 9, seul Eg est fortement parfait, ce qui
prouve que, a similitude pres, il y a exactement 8 réseaux fortement
parfaits de dimension n < 9, dont des représentants primitifs sont
Z, B, Dy, B, /3B, By, V25 Bg .

Nous commencons par la dimension 9, pour laquelle le résultat était a

priori probable, car on ne connait aucun réseau A avec v'(A)% > 3

THEOREME 11.1. Il n’existe pas de réseau fortement parfait de dimen-
sion 9.

Démonstration. Sinon, soit A un tel réseau. Nous allons utiliser les
relations 10.11 et 10.12 en prenant d’abord pour A un vecteur minimal de
A*. On a alors 6 = 7/(A)%. Nous utiliserons les majorations v'(A) < 79 <
2,142 (Rogers; cf. [C-S], ch. 1, table 1.2 et formule (47)) et s(A) < 136
(Watson, [W]).

Il en résulte la majoration 8 < 72 < 4,59..., et 10.12 s’écrit

13660
C=—(30- 2 2
T1sg B0 — (n+2)) <2,
d’ou C =1 (type général) ou C =0 (type minimal).
[On aurait pu se contenter de la majoration moins précise s < 190 donnée dans

[C-S], table 1.5, & condition de montrer également I'impossibilité du cas C = 2.]

Réseaux de type général. On a C =1, ie. s6(36 —11) = 12.9.11 = 1188,
d’ou

A_2 _s(n+2)  11s
B 3n 27
A? 11s

Tr12- o7’ équation du second degré en A, de discriminant

et B-—A=12,

donc

1
% (11s)(11s + 6*).

En écrivant que le numérateur est un carré, on constate que s doit étre
un multiple de 11 de lintervalle [45,190], soit s = 11t avec 5 < ¢ < 17,
et un petit nombre de vérifications montre que ce n’est pas possible.
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Réseaux de type minimal. Ona C' =0, § = 7/(A)* = & et A= 4*. En
normalisant, on peut supposer que N(A) =1, donc que N(A*) = 13—1 Les
formules 10.11, en posant s = 27t et w = (A, /\), s’écrivent
s 3 s . 9 .
Ay=—w=3tw et By = “w? = Zw?.
AT A nt2n 11
Posons w = E, ou p et ¢ sont des entiers premiers entre eux. On
q

9tp?
@ By= e

q€{1,2,3,6}. On a aussi
By — Ay _ tp(3p —11g)
12 41142

. Donc, ¢* divise 9t. Comme t est < 7, cela entraine

e,

11p'(q — 3p')
4q?
d’ott on déduit que g est impair (faute de quoi, ¢ devrait étre divisible

ce qui entraine p = 0 mod 11, soit p = 11p', puis € 7,

N 114
par 16). Ainsi,ona g =1 ou ¢ = 3, et w est de la forme — avec £ € Z.
Autrement dit, les normes des vecteurs de A* sont des multiples entiers
de N(A*).
Soit ' = ,/% A*; ses vecteurs ayant pour norme des entiers pairs,

c’est un réseau pair, et en particulier entier. Par conséquent, d = det(T")

est entier. Mais I'* = ,/16—1 A est de norme 16—1 et de déterminant %4' La

majoration de Rogers de ~yy fournit alors I'inégalité % d'/? < 2,141, d’otr
d < 4. Comme N(I'*) = & Pannulateur de I'*/T" est un multiple de 6,
ce qui impose que d soit multiple de 6, et contredit 'inégalité d < 4. [

Passons maintenant & la dimension 8.

THEOREME 11.2. Les réseauz fortement parfaits de dimension 8 sont
semblables a Eg .

Démonstration. Soit A un réseau fortement parfait de dimension 8.
La proposition 10.8 montre que A est semblable & Eg (et est alors de type
général), ou qu’il est de type minimal. Nous devons montrer que ce dernier
cas est impossible.

Soit A un tel réseau. Quitte a le remplacer par un réseau proportionel,
on peut le supposer de minimum 1. On a alors N(A*) =+/(A)? = 1. On
note X' un demi-systéme de vecteurs minimaux de A.
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Appliquée a un vecteur minimal a de A*, la relation 10.11a s’écrit
10s

2(a,a) = 57 = Ao € Z, qui montre que s est divisible par 12, soit
s = 12s1. On sait (Watson, [W]) que 'on a s < 75 pour tout réseau de
dimension 8 non semblable & Eg . On a donc s; < 6. (Comme on le verra,
I'inégalité s; < 9 nous suffit.)
Comme dans le cas de la dimension 9, on considére maintenant un
vecteur A arbitraire de A*; on pose (A\,\) =w et w = ’7;, (p,q) =1.
Les relations 10.11 montrent que

siw  S1p 32siw?  3%s.p?

2 29 O T225 T 23

sont entiers. Nous distinguons maintenant deux cas.

cas 1: 51 #5. On a alors p=0 mod 5, soit p = 5py, et la relation 10.12
5s1p1(3p1 — 29)

1642
quoi, s; serait divisible par 16). De ce fait, ¢ est impair, et donc égal

entraine que est entier, donc que p; est pair (faute de

3
réseau dont tous les vecteurs sont de norme paire. C’est en particulier un

a4 1 ou 3, et w est de la forme 2m, m entier. Ainsi, T = \/gA* est un

réseau entier, donc de déterminant d entier. Le réseau I'* = \/EA est

de minimum %, de déterminant %, et on a (™) = %dl/g < 2, donc
d<(2)® <5, ie de{l1,2,3,4}. On doit exclure les valeurs 1,2,4, parce
que 'annulateur de T™*/T" est un multiple de 3. Un théoréme de Conway
et Sloane ([C-S], table 15.9), montre qu'il n’existe pas de réseau pair de
dimension 8 et de déterminant 3.

cas 2: 51 =5. Clest le cas s = 60, plus délicat que le précédent. On a

15p 3.60p>  9p?
A = — B = = -
AE g AT R02 T 1

soit p = 2p;, et que g est égal a 1 ou 3.

ce qui entraine encore que p est pair,

p1(p1 —95)

e Sig=3,0ona A\ =5p, By =pi,et Cy = ne peut étre

entier que si p1 =5 mod 3. Posons p;1 —5 = 3py. On a (3ps + 5)p2 =0

mod 4, d’ou p2 = O ou 1 mod 4. Donc, dans cette situation, w est de
24p3 + 10 o 24ps + 16
—— ouw=—-.

l, e (Ie e =
u S IO S W E
pl (3p1 5)

e Si g =1, on a cette fois Ay = 15p;, By = 9p? et C = 1

, et
w est de I'une des formes w = 8ps ou w = 8pg + 6.

Finalement, il y a a priori quatre formes possibles pour w, ce qui montre
que les normes des vecteurs non nuls de A* font partie de la suite &, 4,

6,8, 2, 40 14,16, ... Le réseau I' = v/3A* est donc (entier) pair.
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Quels que soient a et 3 dans R™, on a 'identité (formule 6.5):

3 0@ 0 = s (2000 + (0,0)(8,0)

= n+2)

3

(11.3) =7 (2(e.8)" + (@, )(8,8)) -

Appliquons-la & des éléments « et S de I'. On a («,@)(8,8) =0 mod 4.
Comme le premier membre de 11.3 est entier, («,[) est pair. Donc,
M = % I" est entier, et les normes de ses vecteurs non nuls sont 5, 8, 9,
12, ..

Nous allons maintenant montrer que
Mo ={me M| (m,m)=0 mod 3}

est un sous-réseau d’indice 3 de M.
Prenons en effet o,8 € I, soit @ = V3a' et 8 = V33 avec
o', 8" € A*. La formule 11.3 montre alors que ’on a

2(0, ) + (2, )(8,8) =12 Y (w,0')*(2,0)* =0 mod 12,

zeX’

et donc que deux éléments arbitraires m, m' de M satisfont la congruence
(11.4) (m,m")*> = (m,m)(m',m') mod 3.

Il en résulte que My est un sous-groupe de M. En outre, la formule
11.4 montre que si m et m' sont deux éléments de M ~ My, on a
(mEtm',mEtm') = (m,m)+ (m',m') +2(m,m') =0 mod3 pour un
choix de signe convenable, d’ou la majoration [M : My] < 3, et donc
Pégalité [M : My] =3, vu que M contient des éléments de norme 5.

Soit d Dentier det(M). On a det(M*) = L, et N(M*) = 2 puisque
N(M) =5, d’ot y(M*) = 2d'/%. De s < 2, on déduit d < 3°.

Par ailleurs, la norme de M, étant minorée par la plus petite norme
d’un vecteur de M qui soit divisible par 3, on a N(Mj) > 9. En majorant
par 2 linvariant d’Hermite de My, on obtient 9/det(Mp)'/® < 2, i.e.
det(Mo) > ()%, d’ott la minoration

2 149-8 s(27\?
d = det(M) = det(My)/3> > 34278 = 3 (1—6) :

qui contredit la majoration d < 3%. [
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12. LA DIMENSION 11.

Dans cette dimension, comme dans le cas de la dimension 9, les réseaux
A connus vérifient I'inégalité 7'(A)? < 4 < 242 = L8 (La valeur 4 est
atteinte sur plusieurs réseaux, en particulier sur le réseau K1, sur lequel
est aussi atteinte la plus grande valeur connue de 'invariant d’Hermite.)

Par des arguments analogues a ceux qui ont été utilisés dans 1’étude
des dimensions 8 et 9, nous démontrons en fait :

THEOREME 12.1. Il n’existe pas de réseauz fortement parfaits de
dimension 11.

Démonstration. Nous aurons besoin de majorations des invariants '
et s pour appliquer les formules 10.11 et 10.12. Rappelons celles qui
apparaissent dans la table 10.13: la borne de Rogers en dimension 11 est
Y11 < 2,408106, qui entraine ~},> < 72, < 5,799. Le nombre de contacts
des empilements de sphéres généraux est quant a lui majoré par 915 (cf.
[C-S], table 1.5), d’ott s < 457, estimation certainement tres au-dela de la
réalité.

Comme précédemment, nous considérons séparément les réseaux de
type général et ceux de type minimal. Dans les deux cas, on considere un
réseau A de minimum 1; on a donc N(A*) = +'(A)?.

Pour tout o € R, les relations 5.2 s’écrivent

(12.2) Z (z, ) = %(a,a) et Z (z,a)* = 35 (o, ).

s s 11.13

Lorsqu’on les applique a des vecteurs a de A*, on obtient des premiers
membres A(a) et B(w) qui sont entiers, ainsi que

B(a) — A(«a) _ s (o, @)
12 11.12.13

(12.3) Cla) = (3 (w, ) — 13).

Réseauwx de type général. Cest le cas 7' (A)? > % Nous appliquons 12.2 et
12.3 en choisissant a minimal dans A*. Le fait que A soit de type général
se traduit alors par C' > 0, et les majorations de 7'(A) et de s que nous
avons rappelées montrent que 'on a C' < 6,79 ..., i.e. C < 6.1l en résulte
que (a,a) est racine de l'une des équations

3sX? —13sX —11.12.13C =0, C =1,2,3,4,5,6,

pour lesquelles s est limité par ’encadrement @ =66 < s < 457.
Comme (a,«) doit étre rationnel, le discriminant de ’équation doit étre
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un carré ce qui impose s =0 mod 13, et un nombre modeste d’essais, que
lon peut confier a un ordinateur (et que 'on pourrait du reste restreindre
par des congruences modulo 13) montre qu’aucune de ces équations ne
possede de racine rationnelle dans les intervalles ou doivent se trouver s
et C.

s " ) 2 _ 13 . N
Réseauz de type minimal. C’est le cas v'(A)? = 3. En appliquant 12.2 &

13
un vecteur minimal a de A*, on voit que A(a) = i(oz,oz) = 3—181 doit

étre entier, d’ot s =0 mod 33, soit s = 33s;; on a alors 2 < s; <13 (et
s < 439).

Nous appliquons maintenant 11.2 et 11.3 & un vecteur a arbitraire de
A*. On pose (a,a) =w et w=2, (p,q) = 1. En écrivant que C(«) est

q )
entier, on obtient la condition

s1p(3p — 13q)
22.13.4%
d’ou 'on déduit, compte tenu de la majoration s; < 13, que ¢ est impair
(sinon, s; serait divisible par 16) et que ¢ divise 3s;, d’oi ¢ = 1 ou
q=3.
Nous distinguons maitenant deux cas.

€7,

Cas 1: s; # 13. Alors, on a s; Z 0 mod 13, donc p = 0 mod 13. Les
normes des vecteurs de A* sont donc des multiples entiers de %, et le

V2
13/3

réseau I' = A* est entier et pair, de minimum

6 * 6 ! 2

N(D) = oN(A) = oo/ (4)° = 2.
Soit d = det(I'). On a N(I'*) = % (car I'* et A ont méme invariant
v') et det(I'*) = %, donc y(I')* = 4/ et la majoration de Rogers
entraine 24/ < 2,4082,i.e. d < 3,2, soit d € {1,2,3}. On doit écarter
la possibilité d = 1, car les réseaux unimodulaires pairs n’existent que dans
les dimensions multiples de 8. Les tables 15.8 et 15.9 de [C-S] montrent
que les seules possibilités sont que I' soit isométrique a ’orthogonal d’un
vecteur de norme 2 ou 3 du réseau unimodulaire D,. Cela laisse a
priori deux réseaux M- et Msz possibles, tous deux de minimum 2,
dont les réseaux duals ont pour minima respectifs % et % On a donc
V'(M2)? =3 < L et v/(M;)* =12 < 2, ce qui prouve que ces réseaux
ne sont pas fortement parfaits.
[Le réseau M3 est isométrique au réseau Aj; de Coxeter.|
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Cas 2: s; = 13, et donc, s = 3.11.13 = 429. La qualité médiocre des
majorations connues en dimension 11 tant de la constante d’Hermite que
du “kissing number” complique considerablement la démonstration qui
suit.

Onag=3ougqg=1,donc

A=13p, B =p?, C=’w
ou
p(3p —13)
4 )

ce qui fait que les normes des vecteurs non nuls de A* font partie de la suite
%, %, 7,8, %, %, 11, 12,... formée des nombres rationnels de 'une
des formes %, %, 4m — 1, 4m, commencant par % = N(A").

On raisonne maintenant comme dans le cas de la dimension 8. On
pose I' = v6A*; c’est un réseau (entier) pair. Le calcul de la somme
> eex: (@,0)*(x,)? fait lors de la démonstration de la formule 11.3

conduit & une congruence analogue a 11.4, a savoir

(12.4) Vw,we €T, 2(wr,ws)? + (w1, w1)(w2,w2) =0 mod 12,

A=313p, B=3%?% C=

qui prouve que les produits scalaires (w;,ws) sont tous pairs, et donc que

M = E I' = /3A* est un réseau entier de minimum 13, dont les normes

des vecteurs non nuls appartiennent a la suite 13,16,21,24,...
Il résulte aussi de 12.4 que

My={z e M| (z,z) =0 mod 3}

est un sous-réseau de M, d’indice 3, et dont toutes les normes sont
multiples de 3. Le réseau pair

My ={x€ My|(z,z) =0 mod 2}

associé a My ne contient que des vecteurs dont les normes sont multiples
de 6.

LEMME 12.5. L’entier d = det(M) satisfait la double inégalité
7,19537 < d*/1t < 7,22432.

Démonstration. On utilise la majoration de 11 rappelée au début
du §.
Le réseau M™* a pour déterminant % et pour minimum % On a donc

Ji/1t
V(M) = ——, d'ob d1Y < 3yqy < 7,22432.
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On a par ailleurs det(M;) = 6%d et N(M;) > 24, dou y(M;) >

24 L
e i % /11
(@) ce qui entraine d'/** > 6/, >7,19537... UJ

1
Posons A = — M; et § = det(A).
= @)

LEMME 12.6. A est un réseau pair de minimum 4, et & est l'un des
entiers

267 = 3.89, 270 = 2.33.5, 273 = 3.7.13, 276 = 22.3.23 .

Démonstration. Soient wy,ws € M;. En leur appliquant la relation
12.4, on voit d’abord que l'on a 2(w;,w»)? = 0 mod 12, donc que
% (w1,ws) est entier, puis que (w,w) =0 mod 8 pour tout w € M. Alors,
A est un réseau pair. Comme M; est de minimum au moins 24, on a
N(A) >4, et en fait N(A) =4, vu la majoration de Rogers de 711 -

On a det(M;) = 6*det(M) = 6%d, et aussi det(M;) = 6'16, d’ou d =
6°6. Le lemme 12.5 montre que § vérifie la double inégalité 266 < § < 277,
et tout revient & démontrer que § est divisible par 3.

Pour ce faire, nous revenons au réseau M , et appliquons 12.4 avec
we € M et wy € My. On a (wiwy) = 0 mod3 et (wa,ws2) € Z,

donc (wy,wy) = 0 mod 3, ie. jwy, € M. Linclusion My C My =
1 1

— A*montre qu’il existe w € A* avec —ws = —w. En prenant ws

V6 ) 3 V6

minimal dans M, on obtient (w,w) = = (w2, ws) = 30 ce qui prouve bien

que le déterminant de A est divisible par 3. [

Fin de la démonstration du Théoréme 12.1. On peut sans diminuer la
généralité supposer que A est engendré par ’ensemble X de ses vecteurs
minimaux. Posons X; = v2X. On a

My =vVBA C M C M*C A
V6
et A =+/3M*, donc vV2A C A*. En particulier, X; est un sous-ensemble
de A*.

Pour z € X;, posons A, = (A,z). Ona A C A, C A*, et la premiere
inclusion est stricte, car (z,z) = 2 n’est pas la norme d’'un vecteur de A.
D’autre part, du fait que A est un réseau pair et que  est de norme paire,
A, est pair, et en particulier entier. Il en résulte que det(A,) est entier,
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et de la forme e% ou £ = [A; : A] est un entier > 2. Par 12.6, on a le
choix entre seulement les deux possibilités

(=2 et 6=22323 ou (=3cet §=23%5,

au sujet desquelles nous remarquons que entier £ ne dépend pas du choix
de z, puisqu’il est déterminé par la valeur de §.

Posons V= A*/A, et soit V; (£ = 2 ou £ = 3) le sous-groupe des
éléments de V annulés par une puissance de £. On a V6 M* = V2A =
(X,) C V¢, mais v/6 M* est d’indice 6 dans A*, ce qui, si £ =2 (resp. si
¢ = 3) contredit le fait que ¢ soit divisible par 23 (resp. par 5). [

13. INDICATIONS SUR LA DIMENSION 10.

On connait les séries A,, K, et K] pour 1 < n < 24. Il s’agit de
réseaux entiers de minimum 4 contenus dans le réseau de Leech Asy4, dont
les définitions sont brievement rappelées au §19. Les deux premieres sont
classiques; toutes trois sont définies de facon précise dans [M], ch. IIL, §7
et ch. VIII, §§5,7.

Dans le cas n = 10 qui nous concerne ici, ce sont des réseaux extrémes,

ainsi que Kj,", mais ni A}y, ni Kj, ne sont parfaits, vu l'inégalité

5 < @ Les valeurs de l'invariant o' sont 7/(A1) = 8, 7'(K1o) = 2

et 7'(K{,) = 4. On a donc I'inégalité stricte 7'(L) < 242 pour L ~ Ayg
et pour L ~ K, alors qu’il y a égalité dans le cas de K. Ainsi, aucun
des quatre réseaux Ao, Ajy, K10, Kj, ne peut étre fortement parfait.

En revanche, un calcul sur machine utilisant le théoreme 8.1 prouve:

PROPOSITION 13.1.  Les réseaux K1, et K|," sont fortement parfaits
de type minimal. [

On obtient ainsi deux réseaux fortement parfaits de dimension 10 ayant
respectivement 135 et 120 couples de vecteurs minimaux.

On ne connait pas de réseaux de dimension 10 d’invariant ' > 4.
En-dehors de K, et K|,", ’égalité 7'(L) = 4 est connue seulement dans
le cas des réseaux semblables & I'un des deux réseaux isoduaux D et
Q10 (noté Fs par Souvignier), dont on vérifie qu’ils ne sont pas fortement
parfaits; c’est clair pour Di"o , qui a méme ensemble de vecteurs minimaux
que Dyq, et se vérifie & ’aide du corollaire 8.3 dans le cas de Q1.

Le théoreme et la conjecture ci-dessous ont été indiqués dans le cours:



RESEAUX ET “DESIGNS” SPHERIQUES 53

THEOREME 13.2. Un réseau fortement parfait de dimension 10 est
de type minimal et d’invariant s égal ¢ 120 ou a 135.

CONJECTURE 13.32). Un réseau fortement parfait de dimension 10
est semblable ¢ K|, ou a K|,".

14. DESIGNS SPHERIQUES ET PROBLEME DE WARING. LE CAS DU
RESEAU DE LEECH.

Nous traitons dans ce § la question suivante, mentionnée dans l'intro-
duction: on cherche a représenter le polynome homogene de degré 10 en
n variables (t?+---+12)° comme somme de puissances 10-emes de formes
linéaires réelles (ou complexes), soit

k
(14.1) (B4 +£2)° = N(miaty+ -+ Binta)'?,

=1
Ventier k étant le plus petit possible. On pose ©; = (%;1,...,%in), et lon

suppose que les vecteurs ont tous la méme longueur. On démontre alors:

THEOREME 14.2. Pour n = 24, une telle représentation n’est possible
que si lon a k > 98280, et, s’il y a égalité, alors les coefficients \;
sont égauz et les vecteurs *x; forment une configuration semblable d la
configuration des vecteurs minimauz du réseauw de Leech Aoy .

COROLLAIRE 14.3. Les vecteurs minimauz du réseau de Leech forment
un 11-design sphérique. [

Démonstration du théoréme 14.2. Nous étudions d’abord le cas d’une
dimension n arbitraire, puis nous spécialiserons 1’étude & la dimen-
sion n = 24. On note X l'ensemble des vecteurs z;. L’hypothese signifie
que 'on a l'identité

(14.4a) VaeR", Y Ae(z,0)! = (a,0)°.
zeX

Par applications successives de 'opérateur A, aux deux membres
de 14.4a (cf. 1.5), on obtient les identités suivantes, que l'on utilisera avec
n =24

2) Cette conjecture vient d’étre démontrée par Nebe et Venkov ([Ne-V1])
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(14.4b)
Z e (z,0)% = z -9'_ 8(060‘)4 )
zeX
(14.4¢)
¢ (n+8)(n+6) 3
;{Aw(waa) - T(a’a) ’
(14.4d)
s (n+8)(n+6)(n+4) 2
QKEZX/\E(SE,CM) = 975 CON
(14.4e)
s (n+8)(n+6)(n+4)(n+2)
;cAw(m’a) B 9.7.53 (@, 2),
4+ 8)n+6)(n+4)(n+2)n
(14.4f) D e = 9.7.53.1 ’

zeX

Rappelons la notation suivante, introduite au début du §1: pour
z € R", on note p\™ la forme lindaire o — (z,a)™.

LEMME 14.5. Supposons que l’'on ait une identité de la forme 14.4 a,
a savoir
(,)® = Z e (2, 0)t0 .
reX

Alors, pour tout v € R™, on a lidentité

PP =" Ae(Alw,0)” + B(x,0)* (v,0) + Cla,v)(0,0)*)p
reX
3.7 5.7.9 3.5.7.9

a3l g 509 ___ 3579
avec A= 55 8 T BhremTo

Admettons provisoirement ce lemme, et poursuivons la démonstra-
tion de 14.2. Le fait que tout polynome homogene de degré 5 soit
combinaison linéaire des p5,5) et le lemme 14.5 entralnent la minoration
| X| > dimF,5 = (Zi'i) , cf. §1. Pour n = 24, cette dimension est précisé-
ment, 98280.

Nous démontrons maintenant un peu plus qu’il n’est nécessaire, en
prouvant en plus que égalité |X| = dimF,5 = (";4) n’est possible
que pour n = 24. Supposons donc ’égalité ci-dessus vérifiée. Alors, les
p;(f) forment une base de F, 5, et la décomposition du lemme est unique.
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En appliquant le lemme & un vecteur v = g € X, on constate que A,
ne dépend pas de z (on note alors A la valeur commune), et que, pour
z1 # 2o dans X, on a A(A(xy,x0)® + B(x1,20)% + C(x1,20))p® = 0.
Cela signifie que (wo, ;) est nul ou que (zg,z1)? est racine du trinome
AX?+BX +C.

Soient 7 et n' les racines de ce trinome, et soit u (resp. «') le nombre
d’éléments x € X avec (x,x9) = 1 (resp. (v,z0) = 7'). Les équations
14.4a & 14.4e prennent la forme d’un systeme linéaire de 5 équations en
les 3 inconnues A, g = Au, g/ = Au/, de la forme A + npip + 7'y = v;
(1 < i < 5). La compatibilité des équations s’écrit en annulant des
déterminants d’ordre 4. Comme les vecteurs-colonne des second membres
ne sont pas proportionnels pour deux valeurs distinctes de n, il y a au plus
une possibilité pour n. On essaie alors n = 24, qui conduit & n = % et
n = 11—6, et l'on constate que, pour n = 24, il y a une unique solution en
(A, pt, ') . En normalisant X & la norme 4, on voit par le calcul de 7 et de
1’ que les produits scalaires (z,x¢), © # £z valent au signe pres 0, 1 ou
2, et par le calcul de u et de u’' que les nombres de vecteurs respectifs de
X sont 46576, 47104 et 4600 (et ’on vérifie par le calcul de A (on trouve
A = 22 la compatibilité avec 14.4f).

On reconnait 1a les multiplicités des valeurs des produits scalaires entre
vecteurs minimaux du réseau de Leech, et nous allons prouver que X
engendre effectivement un réseau isométrique & Aoy .

Soit ' = {>,cx e | ne € Z} le sous-groupe de R** engendré par
X . Comme les produits scalaires entre vecteurs de I' sont entiers, c’est un
groupe discret, donc un réseau d’un sous-espace de R2*. C’est méme un
réseau de R?**, faute de quoi, pour le choix d’un vecteur o non nul dans
[, le premier membre de 14.4 a serait nul, alors que le second ne le serait
pas. C’est en outre un réseau entier, car il est engendré par des vecteurs
de norme paire. On a donc l'inclusion I' C I'* | et nous allons montrer qu’il
s’agit en fait d’une égalité.

Sinon, soit ¢ € I'* N\ T' de norme minimale dans sa classe modulo I'.
On a alors |(¢,#)| < 3(z,2) = 2. (Sinon, en changeant  en —z, on peut
supposer que 'on a (¢,z) > 2; pour ¢/ = c¢c—x, on a (¢,c) — (¢,¢) =
4—-2(¢c,z) < (¢,¢).) Ennotant m; (resp. mso) le nombre de vecteurs € X
avec (¢,z) = 1 (resp. (c,z) = 2), on obtient en substituant ¢ & a dans
14.4 un nouveau systeme de 5 équations a 3 inconnues m;, my et t de
la forme m; + 2%imy = ¢;t* (1 < i <5), dont on vérifie cette fois qu’il est
impossible. Par conséquent, un tel vecteur ¢ n’existe pas, ce qui prouve
que ' est unimodulaire.
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Explicitement, en posant t = 2%(c, ¢), on obtient le systéme
m1+2%my = 5670t% , my +28my = 5040t* |, m1 +2%mo = 5400t° , my +2%my =
7560t% , m1 + 2%me = 16380t° .

L’équation 14.4 a, appliquée en prenant pour « un vecteur de norme 2
de T, s’écrit Y oy (2, a)!® = 2°X7!, égalité impossible, car le second
membre n’est pas entier.

Par conséquent, I' est un réseau unimodulaire pair de dimension 24
et de minimum m > 4. D’apres un théoréeme de Conway (cf. [C-S],
chapitre 12), I' est isométrique au réseau de Leech.  [J

Démonstration du lemme 14.5. Supposons donc que 'on ait une
identité de la forme 14.4 a:
=) Az, )t

zeX

En lappliquant & un élément a = &v + nt avec {,n € R, v (resp. t)
désignant un vecteur fixe (resp. indéterminé) de R™, on obtient l’identité

(14.6)  ((v,0)€ + 2(v,t)én + (¢, t)n Z Ao ((z,0)€ + (2, t)n)"°
zcX

dont les deux membres sont des polynoémes de degré 10. En comparant les
coefficients des termes en £°n°, on obtient aprés simplification la nouvelle

identité
> Al ) (x,1)° =

(%) 927( ) -l-%(v t) (v, v)(t, )+%(v t) (v, )Z(t,t)z_

En appliquant a 14.4Db le procédé qui a permis de déduire 14.6 de 14.4 a,
on obtient 'identité

(14.7)  ((v,0)& +2(v, t)én + (¢, t)n Z Ae ((z,0)€ + (z,8)n)*
zeX

dont les deux membres sont des polynoémes de degré 8. En comparant les
coefficients des termes en £37°, il vient

()
3 hule ) @0 = U w00 0+ G007,

La méme méthode, mais en partant cette fois de 14.4c, entraine
I'identité



RESEAUX ET “DESIGNS” SPHERIQUES 57

(14.8)  ((0,0)€ +2(v,t)én + (£, 1)%)" = D Ae ((2,0)€ + (z,t)n)"
zeX

dont les deux membres sont des polynémes de degré 6. En comparant les
coefficients des termes en £7°, il vient

(%% %) S M@0 (2, )° = W(v,ﬂ(t,tﬁ

Effectuons maintenant la combinaison

9.7 5.7.9 3.5.7.9
(149) 55 ) =~ 159 OO It Fr e m T e

On voit tout de suite que le membre de gauche est égal au second
membre de la formule de 14.5. Quant au membre de droite, on voit qu’il
contient d’une part un terme en (v,v)® provenant de (x) et affecté du
coefficient 1, et d’autre part deux termes en (v,t)*(v,v)(v,t) et trois
termes (v,t)(v,v)?(v,t)?, dont on vérifie qu’ils se détruisent. Le second

(v,v)% (% % %) .

membre de 14.9 est donc bien égal a p(5) .o

15. APPLICATIONS A L’ANALYSE FONCTIONNELLE.

On rappelle qu'un espace de Banach (réel) est un espace vectoriel
normé complet sur R. Nous nous intéressons ici a des espaces de suites.
On note £, (ou £;°) lespace des suites réelles = (z1,...,Tn,...)
de puissance p-ieme absolument sommable, que I’on munit de la norme
lzll, = (o2 |@i")Y/P. On note €Y le sous-espace de £3° formée des
suites dont tous les termes sont nuls a partir du rang N + 1, espace que
I'on identifie 3 RY .

Le cas p = 2 est particulierement intéressant, puisqu’il s’agit d’un
espace de Hilbert, de produit scalaire (z,y) = > o, z;y;.

Soient deux espaces £} et £}/ . On s’intéresse & 'existence d’immersions
€Y — 0, cest-a-dire d’applications linéaires injectives conservant la
norme.

Un théoréme non constructif de Dvoretski (cf. [L-V]) affirme I’existence
d’immersions de £3° dans £7° pour tout g. Il est intéressant d’obtenir des
résultats explicites pour les dimensions finies.

L’étude de ’ensemble X des vecteurs minimaux du réseau de Leech
permet de considérer le cas des parametres p = 2, N = 24, ¢ = 10,
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M = 98280 : le fait que les polynomes (a,a)® et > .y (z,a)'® soient
proportionnels entraine 'existence d’une constante réelle ¢ telle que 'on

ait 'identité
1/10
(,a) =c (Z (r,a)1°> :

reX
ce qui prouve ’existence du plongement.

La situation est analogue dans le cas du réseau Es , avec les parametres
p=2,N=8,¢q=8, M =120.

16. RESEAUX UNIMODULAIRES ET FORMES MODULAIRES.

Les formes modulaires sont des fonctions complexes définies sur le
demi-plan supérieur et qui, outre certaines propriétés régularité, vérifient
certaines formules de transformation sous l'action homographique dun
sous-groupe ' d’indice fini de SL2(Z) . Ici, nous n’utiliserons que les formes
pour lesquelles T' est le groupe SLa(Z) tout entier. De ce fait, le lecteur
trouvera l’essentiel de ce dont il a besoin dans le livre de Serre ([Se],
chapitre VII); nous renvoyons également & celui de Ogg ([Ogg]; voir en
particulier le chapitre VI) pour quelques compléments.

La plupart des résultats de ce § se trouvent déja dans l’article [V2],
datant de 1984.

On considere un réseau A de R™, dont on note S l’ensemble des
vecteurs minimaux, et I’on suppose que A est fortement parfait, autrement
dit que S est un 5-design sphérique, ce qui revient a dire que, pour
tout polynéme homogene harmonique non constant P sur R™ de degré
deg(P) <5,ona )  .qP(x)=0.

On sait (§6) qu’un tel réseau est rationnel, c’est-a-dire proportionnel a
un réseau entier. Nous normalisons A de facon qu’il soit pair. Pour tout
entier k£, on note Ay ’ensemble des éléments de A de norme k, ensemble
qui ne peut étre non vide que si k est pair. On pose alors

ar(P)= > Plx),
€A

et I'on associe a A et & P la série génératrice de la suite (a), & savoir la
série formelle

Onp =Y ax(P)¢" € R[[q]].

keN
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Si p=1, il s’agit alors de la série @ usuelle du réseau A.

Soit D = A*/A, groupe que l'on munit de la forme quadratique
z + d(z) = $(x,z) & valeurs dans Q/Z. Soit ¢ I’annulateur de D ; c’est
aussi le plus petit entier pour lequel #d est la forme quadratique nulle; on
I’appelle le niveau de A. Nous intéresserons ici aux réseaux de niveau 1 ;
ce sont les réseaux unimodulaires pairs.

On fait de la série @ définie ci-dessus une fonction d’une variable
complexe z définie sur le demi-plan supérieur (ou demi-plan de Poincaré)
H en posant g = €?™*. Noter que la condition z € H équivaut & |¢| < 1,
et assure la convergence de la série théta, cf. [Ogg].

Rappelons qu’une forme modulaire de poids w (pour le groupe I' =
SL3(Z)) est une fonction f holomorphe sur #, se transformant sous

. . < y b
l’action des homographies associées aux éléments (‘Z d) de I' par la

formule

(Z5) =@ ramre),

et qui est en outre “holomorphe aux pointes de I'”, ce qui signifie ici
simplement qu’elle est bornée sur les bandes verticales. On dit que f est
parabolique si elle s’annule “aux pointes de I'”, c’est-a-dire si elle tend
vers 0 a l'infini dans les directions verticales. L’holomorphie aux pointes
se traduit par l'existence d’un développement en série de Fourier de la
forme

F2) =S ap(f) e

les formes paraboliques sont alors caractérisées par la condition ag(f) = 0.

L’ensemble des formes modulaires (resp. paraboliques) de poids w,
auquel on adjoint le forme nulle, est un espace vectoriel complexe, noté

M (resp. S ).

THEOREME 16.1 (Schoeneberg; cf. [Ogg]). Soit A un réseau unimodu-
laire pair de dimension n, et soit P un polyndme harmonique homogéne.
Alors, O p est une forme modulaire de poids §+deg(P). C’est une forme
parabolique si deg(P) >0. [

On montre (cf. [Se], chapitre VII, théoréme 4 et son corollaire 1;
toutefois, Serre note k ce que nous notons 2k) que le poids est un entier
2k > 0 pair, et que 'on a la formule de dimension
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. 2k 2k
dim Moy (SLy(Z)) = {EJ ou {EJ +1
selon que 'on a 2k = 2 mod 12 ou 2k # 2 mod 12. (Le poids 2 est
impossible.) Nous aurons besoin aussi du résultat classique suivant :

THEOREME 16.2. La dimension d’un réseau unimodulaire pair est un
multiple de 8. [

[Ce théoreme peut se démontrer a I’aide de la théorie des formes modulaires. On
trouvera dans [Se], ch. V, une démonstration purement algébrique de ce résultat,
consistant a en généraliser ’énoncé de fagon a y inclure les “réseaux indéfinis”
non nécessairement pairs, puis a traiter le cas indéfini a ’aide d’un théoreme de
classification.]

En exhibant une base de l'espace des formes modulaires de poids w

donné ([Se], corollaire 2 au théoréme 4 du chapitre VII), on montre qu’il
existe une unique forme modulaire pour SL2(Z) de poids w donné dont
les coefficients ag,...,a,—1 (r = dim M5 (SL2(Z)) ont une valeur donnée.
On montre en outre que, pour le choix a; = ---=a,_1 =0 (et ap = 1), le
coefficient a, est non nul. Il en résulte que, si A est un réseau unimodulaire
pair dépourvu de vecteurs de norme 2,...,2r — 2, alors le nombre de
vecteurs de norme k donnée de A est déterminé de fagon unique quelque
soit k.
[Le fait que le coefficient a, soit non nul, et méme strictement positif, peut étre
extrait de larticle [Sg], dans lequel Siegel démontre I’existence pour toute forme
de poids 2r d’une relation de dépendance cpap + --- + c-a. = 0 a coefficients
¢i entiers ([Sg], théoréme 1), avec en outre ¢, = 1 ([Sg], formules (5) et (10)) et
co < 0 ([Sg], fin de la démonstration du théoréeme 2).]

DEFINITION 16.3. Un réseau unimodulaire pair de minimum 2r est
dit extrémal.

En dimension 8 et 16, les réseaux extrémaux sont les réseaux Df = g,
Es L Eg et Df;, de minimum 2 (notations de [C-S] ou [M], chapitre 4). En
dimension 24, le minimum passe a 4 (les sauts de dimension de 1’espace
des formes modulaires ont lieu pour les dimensions de A multiples de 24).
L’unique réseau extrémal est alors le réseau de Leech (théoreme de Conway,
cf. [C-S], chapitre 12). Le minimum est encore 4 en dimension 32 et 40,
puis devient 6 en dimension 48 (ou 3 réseaux sont connus), 56, 64, etc. On
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connait des réseaux extrémaux seulement dans les dimensions 8 a 64 et 80,
le premier cas ouvert se présentant en dimension 72 (pour le minimum 8).
On sait par ailleurs ([M-O-S], [V2]) qu'il n’existe pas de réseaux extrémaux
de dimension arbitrairement grande. (A isométrie pres, il n’existe donc
qu’un nombre fini de réseaux unimodulaires pairs extrémaux.)

Le role des multiples de 24 apparait dans I’énoncé suivant (que nous
connaissons déja jusqu’a la dimension 24), qui nous oblige & distinguer
trois cas, selon que n = dim A est congru & 0, 8 ou 16 modulo 24.

THEOREME 16.4. Soit A un réseau (unimodulaire, pair) extrémal,
d’ensemble de vecteurs minimauz S.

(1) Sin=0 mod 24, S est un 11-design sphérique.
(2) Sin=8 mod 24, S est un 7-design sphérique.
(8) Sin=16 mod 24, S est un 3-design sphérique. En particulier, ces

réseausr sont tous fortement eutactiques, et ceuxr de dimension mon
congrue ¢ 16 modulo 24 sont fortement parfaits.

REMARQUE 16.5. On peut étre un peu plus précis: les valeurs t = 3,
t =7, t = 11 qui apparaissent dans 1’énoncé ne peuvent pas étre en
général améliorées (nous le savons jusqu’a la dimension 24 ; voir aussi la
remarque 16.8 ci-dessous), mais les sommes ) .o P(x) sont encore nulles
lorsque P est harmonique de degré ¢t + 3, et aussi évidemment ¢ + 2 et
¢t +4. On dit alors que S est un (¢ + 1)-design sphérique.

Démonstration. Avant de passer a la démonstration proprement dite
du théoreme et de la remarque qui suit, nous rappelons quelques propriétés
de lalgebre des formes modulaires sur SLy(Z). C’est une algebre graduée
(par le poids), qui s’identifie en tant qu’algebre graduée & lalgebre des
polynomes C[E4, Eg], ou E4, Eg, de poids respectifs 4 et 6, sont les deux
premieres séries d’Eisenstein

normalisées pour prendre la valeur 1 a la pointe oo, cf. [Se], chapitre VII,
corollaire 2 au théoréme 4 et n° 4.2. (Noter que E4 est la série théta
du réseau Eg, cf. [Se], chapitre VII, n° 6.6, mais que FEs, qui posséde
des coefficients négatifs, n’est pas la série théta d’un réseau.) Une forme
modulaire de poids w est donc un polynéme isobare de poids w en Ey, Eg,
somme de monomes EgEg avec 4a + 60 = w. En particulier, une forme
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parabolique est de poids multiple de 12, les formes paraboliques de poids
12 étant proportionnelles a

_ 1 3 2\ 2 _ .- n
A—m(sz—Ee)—q—Mq +"'—;T(n)q -

(On a 1728 = 12%; n+— 7(n) est la fonction de Ramanujan.)

Plus généralement, les formes > a,q™ avec ag = --- = a, = 0 sont les
multiples de AF+L,

On considere donc un réseau A de dimension n = 24k +¢, e =0, 8
ou 16, qui est extrémal, ce qui équivaut a la condition N(A) = 2k + 2.
Sa série théta est une forme modulaire de poids 12k + §, qui s’exprime
comme la valeur d’un polynoéme isobare ) en E; et Eg:on a

Or = Q(Bs, EBs) =1+ ar1¢" ™ + ap2q"2 .,

et les coefficients a,, = |A2,,| ne dépendent pas de A, étant déterminés
par les k + 1 conditions ag = 1, a3 = --- = ar = 0. Rappelons que le
coefficient aj41 est non nul, et méme strictement positif.

Au réseau A et a un polynéme harmonique P, on associe la fonction
théta

(16.6) Opp = i ( Z P(I))qp ;
p=1  2€hs,

si elle est non nulle, c’est une forme modulaire de poids 4 + deg P. Si en
outre P est non constant, ses coefficients a;, i < k sont nuls (ag parce
que P(0) = 0, les autres parce que A; est vide). Il en résulte qu’elle est
de la forme A*t1h, ol h est une forme modulaire dont nous notons w le
poids lorsqu’elle n’est pas nulle. Ainsi, si la série (16.6) est non nulle, on a

(16.7) 12k+¢/2+degP =12(k+ 1)+ w.

Posons ¢t = 11,t = 7,t = 3 selon que I'on a ¢ = 0,6 = 8, = 16. On a
t+1=12—¢/2; la relation 16.7 prend alors la forme

degP=t+1+4+w,
qui entraine 'alternative

degP >t ou Vp>0, ZP(m):O.

xEA2p
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En particulier, la somme ZweAzk+2
harmonique non constant de degré au plus t, ce qui est l'assertion du
théoreme 16.4. En outre, comme il n’existe pas de forme modulaire de
poids 2, I’égalité 16.7 est impossible avec deg P = t + 3. En conséquence,
la somme 7 ., P(z) est également nulle pour deg P =1+ 3, ce qui
justifie la remarque 16.5. [

P(z) est nulle pour tout polynéme

REMARQUE 16.8. La question de savoir s’il est possible qu’un réseau
extrémal soit un (t+1)-design (¢t € {11,7,3} comme ci-dessus) est ouverte
pour la plupart des dimensions. Quelques résultats d’impossibilité figurent
dans [Marl], §4. En particulier, en dimension 40, S n’est jamais un
4-design sphérique; autrement dit, les réseaux extrémaux de dimension 40
ne sont pas fortement parfaits. Cela n’empéche pas que certains d’entre
eux soient parfaits.

REMARQUE 16.9. Des résultats analogues au théoreme 16.4 existent
dans le cas de certains réseaux f-modulaires au sens de Quebbemann
(réseaux L entiers pairs tels qu'’il existe une similitude de rapport Ve
appliquant L* sur L), en particulier lorsque £ =2 ou £ =3 (lecas £ =1
est celui des réseaux unimodulaires). Cela s’applique par exemple avec
{ = 2 au réseau de Barnes-Wall A5 et aux réseaux de Bachoc, de Nebe,
et de Quebbemann de dimension 32 et de minimum 6, et avec £ = 3 au
réseau Ko de Coxeter-Todd. Pour les détails, nous renvoyons le lecteur a
Particle [Be-V] de C. Bachoc et B. Venkov.

17. SECTIONS FORTEMENT PARFAITES DE RESEAUX UNIMODULAIRES.

Le théoreme 16.4 ne concerne que des réseaux extrémaux. On peut
cependant construire des réseaux fortement parfaits par section a partir
de réseaux unimodulaires pairs non extrémaux. Un des cas les plus intéres-
sants est le suivant:

THEOREME 17.1.  Soit A un réseau unimodulaire pair de dimension 32
dont l’ensemble R des racines constitue un systéme irréductible de l'un
des types @, A1, Ay, Dy, E¢, E;, Eg. On note E le sous-espace
de RQ A ~ R®? engendré par R et I' = EX N A la section de A par
Vorthogonal E+ de E. Alors, T' est un réseau fortement parfait.
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Avant de commencer la démonstration proprement dite, nous faisons
quelques rappels. Désignons par A,, l’ensemble des vecteurs de A de
norme m. Alors, Ay est 'ensemble des racines de A (vecteurs indivisibles
de A tels que la réflexion orthogonale qu’ils définissent stabilise A). On
note Q(R) le sous-réseau de A engendré par R (de dimension en général
plus petite que celle de A) et P(R) = Q(R)* le réseau dual de Q(R)
dans R Q(R); c’est le réseau des poids. Rappelons aussi qu'un poids
A € P(R) est dit minuscule si les produits scalaires (A, r) ne prennent que
les valeurs 0,+1 sur R.

On remarque que la liste des systemes de racines non vides qui inter-
vient dans ’énoncé du théoreme est exactement la liste des systemes de
racines dont les poids minuscules non nuls ont une méme norme. En fait,
0 est I'unique poids minuscule de Ejg; dans le cas des sytemes A;, As,

Dy, Eg, E7, ces normes sont 3, 2, 1, 3, 3 respectivement, cf. [Bou],

’ 30 2
chapitre VI, §1, exercice 24 et §4, exercice 15.

Démonstration du théoréme 17.1. Nous allons utiliser les formules
suivantes, qui se trouvent dans [V3] et [V4], valables pour n’importe

quel réseau unimodulaire pair de dimension 32; dans ces formules, on
a X =A4, R =A,, et a est arbitraire dans R3? :

> (w,0)* =(2°.3% |R| + 2.3 5) (0, @)’

zeX
(17.2) +2°.3.19) (ra)t = 22327 (0, 0) D (r, @)
reER reER
> (z,0)% =(2.3.5|R| +2%.32.5%) (0, 0)® - 2°.32 ) " (r,a)"
zeX réeR
(17.3) +22.325% (a,0) 3 _(r,a)* —22.3°5 (0, 0)* ) (r,0)?.
rcR rcR

[Ces formules, qui peuvent étre considérées comme une extension par
I’adjonction de termes correctifs des formules plus simples du cas extrémal,
s’obtiennent ainsi: pour @ € R3*? donné, on considére les polyndmes de
Gegenbauer

2m—2

‘P‘Zam(m) =($,a)2m+01($,$) (O[,Oé) (CU,O() +...

relatifs & a, ¢’est-a-dire les polynomes harmoniques de degré 2m de terme
dominant (z,a)?™ ; les séries théta de A & coefficients PgY,, sont des formes
modulaires paraboliques de poids 16 + 2m pour le groupe SL2(Z); pour
m = 2,3, l'espace des formes paraboliques de poids 16 + 2m est de
dimension 1; les formules 17.2 et 17.3 en résultent.]
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Posons F' = E+ (orthogonal de E dans R*?) (on a donc une décom-
position orthogonale R*? = E L F). Pour tout a € R32, notons a; et
les projections orthogonales respectives de « sur E et sur F'. Posons

Xp=XNE e Xp=XNF

(on rappelle que X = A4 est Uensemble des vecteurs de norme 4 de A),
et soit X¢ = X N (Xg U Xp), ensemble des vecteurs de norme 4 de X
qui ne sont ni dans E, ni dans F. Tout € X, définit un poids sur
R, qui est non nul, puisque = ¢ F'. C’est un poids minuscule: en effet, il
existerait sinon r € R avec |(x,r)| > 2, donc |(z,r)| = 2, vu la majoration
(z,7)? < (x,2) (r,r) = 8; mais si (z,r) = £2, alors = F r est une racine;
il s’en suit que © = +r+ (x Fr) est somme de deux racines (orthogonales),
d'oll z € E, ie., v € Xg, contrairement & ’hypothese z € X¢.

Comme dans notre situation tous les poids minuscules non nuls sont de
méme norme, que nous notons & (d’ou la notation X¢), on a

(x1,21) =& pour tout x € X ,

et donc
(xo,x0) =4 —¢ pour tout x € X¢ .

Appliquons maintenant les formules 17.2 et 17.3 en prenant « dans F'.
On a alors (z,a) = (x2,a) et (a,r) =0 pour tout r € R, ce qui donne
les deux relations

(17.4) Y (@) = (a,0)

zeX

et

(17.5) Z (22,0)% = ¢ (o, )3
zeX

dans lesquelles ¢; et ¢ sont deux constantes qu’il est inutile d’expliciter.
Si ¢ € Xg,on a zz =0, si bien que les éléments de X ne donnent pas
de contribution aux sommes précédentes, que ’on peut de ce fait écrire en
mettant en évidence les parties X7 et X, de notre partition de X :

(176) Z (CU,O()4 + Z (2132, 01)4 = Cl(Ol, 01)2 )

reEXp reXe
(17.7) Z (z,)" + Z (22,0)% = ca(a, ).
reEXyE reXe

[Noter que © =2 si « € F']
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Transformons maintenant la formule 17.7 en lui appliquant 'opérateur
de Laplace relatif & F' par raport & x : on obtient (cf. exemple 1.5) 'identité

(17.8) 6.5.4 Z (z,a)* +6.5.(4 - €) Z (22, 0)* = c3(a, a)?

reXp :L‘EX‘S

de degré 4, dans laquelle c3 désigne une nouvelle constante.

Les identités 17.6 et 17.8 peuvent s’interpréter comme un systeme
linéaire dont les inconnues sont les sommes sur Xy et sur X¢. Comme
& # 0, c’est un systeme de Cramer. On en déduit en particulier Pexistence
d’une identité de la forme

Y (@) = d(a,a)*

zcXp

ou d est une nouvellle constante, ce qui démontre que I' = AN F est
fortement parfait. [

REMARQUE 17.9. De la démonstration ci-dessus, on déduit également
Pexistence d’une formule

(17.10) > (@)t =e(a,a)t

$EX£

dans laquelle e est une constante, mais cela ne suffit pas & démontrer que
la projection prg(Xe¢) de X¢ sur F est un 4-design sphérique, & cause
de la présence possible de multiplicités dans le premier membre de 17.10.
Toutefois, une étude cas par cas permet de vérifier d’'une part que les
multiplicités sont constantes, et d’autre part que prp(X¢) est ensemble
des vecteurs minimaux du réseau dual de I' = AN F', ce qui montre que
le réseau dual de I' est aussi fortement parfait.

COMMENTAIRES.

(1) Lorsque R = Dy, Eg, E7,Eg, les réseaux I' du théoréme 17.1 sont
connus. En fait, il s’agit de réseaux pairs de minimum 4, de dimensions
28,26,25,24 et de déterminants 4,3,2,1.

Lorsque R = D4, on montre que ce sont exactement les parties paires
des réseaux unnimodulaires de dimension 28 sans racine et de type général
(i.e., sans vecteur caractéristique de norme 4). Ces réseaux on été classés
par Bacher et Venkov ([Ba-V]);il y en a 31 parmi les 33 réseaux énumérés
dans [Ba-V].
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Lorsque R = Eg, I' est un réseau pair sans racine de déterminant 3.
Borcherds a montré dans sa these ([Bo]) qu'’il existe un unique réseau de
ce type.

Lorsque R = E7, I' est un réseau pair sans racine de déterminant 2.
Borcherds a montré dans sa theése qu’il n’existe pas de tels réseaux; il
n’existe donc pas de réseaux unimodulaires pairs de dimension 32 de
systeme de racines E7.

Lorsque R = Eg, I est évidemment le réseau de Leech Asy.

(2) En revanche, le cas ou R est I'un des systémes A; ou A, conduit
a des réseaux qui ne sont pas classés, et qui sont assez nombreux.

Le cas de R = A; est le plus intéressant. En effet, I' = AN F' est un
réseau pair de dimension 31, de déterminant 2 et de minimum 4, et les ré-
seaux [' et I'™* sont tous deux fortement parfaits. On montre que ’on peut
munir 'ensemble des couples £z de vecteurs minimaux des réseaux I'*
d’une structure de graphe, qui est un graphe fortement régulier possédant
les mémes parametres que les graphes géométriques construits & partir de
systemes de sextuples de Steiner sur 496 points. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur & [V1].

18. LES RESEAUX DE BARNES-WALL.

Il s’agit de réseaux de dimensions n = 2%, d > 3, notés BW,a, dont la
définition est rappelée ci-dessous. Dans une normalisation convenable, ils
sont alternativement unimodulaires et 2-modulaires. Le début de la série
a déja été rencontré: on a BWg ~ Eg, BWg est le réseau laminé Ayq, et
BW3, est un réseau unimodulaire pair extrémal.

J. Nottebaum a montré dans son Diplomarbeit ([Nt]) que ces réseaux
sont fortement parfaits. Le théoreme ci-dessous est un peu plus précis que
son résultat:

THEOREME. Les ensembles de vecteurs minimauxr des réseaux de
Barnes-Wall de dimension n > 8 sont des 7-designs sphériques.

Le théoreme ci-dessus montre qu’il s’agit d’une famille infinie de ré-
seaux fortement parfaits. Pour 'instant, c’est la seule famille connue de
réseaux fortement parfaits de dimensions non bornées. On notera que, en
tant que réseaux 1- ou 2-modulaires, les réseaux de Barnes-Wall ne sont
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extrémaux que jusqu’a la dimension 32. Les méthodes modulaires du §16
ne s’appliquent donc pas au-dela de la dimension 32.

Soit d > 3 un entier; on note m la partie entiére de %. Dans ’espace

- a . . s
euclidien E2?° de dimension n = 2¢, on considére une base orthogonale
(e.) indexée par FY et normalisée par (eq,e,) = 27™; en interprétant

e, comme la fonction caractéristique de {a} C F¢, on identifie Féd a
’ensemble des applications F¢ — I, .

On désigne par Ggq,¢ 'ensemble des sous-espaces affines de dimension ¢
de F¢ et par R(d, () le sous-espace de F$ engendré par Gq ¢ ; c’est le code
de Reed-Muller. Pour d fixé, les R(d,¢) forment une suite emboitée de
codes linéaires binaires de longueur 2.

Pour un sous-ensemble v de FY | soit

[v] :Zea e B

acv

DEFINITION 18.1. Le réseau de Barnes-Wall BW,, est le réseau de B
engendré par les 2™~F [v], olt v € R(d,2k) et k=0,...,m (m = [£]).

On notera que, pour v € Gy, la norme de 2™ F[v] est égale a
22(m—k) 22k 9-m — gm

Voici quelques propriétés des réseaux de Barnes-Wall; pour plus de
détails, voir I’article [B-E] de Broué et Enguehard.

Le réseau BW, = BW,a est pair de norme 2™ et son groupe
d’automorphismes opére transitivement sur ’ensemble S; de ses éléments
de norme 2™. La structure de Sy est connue. En fait, pour A C F¥, soit

d d
€o: E* — E?

easia¢g A
€q — X R
—e,sia€ A

et, pour v € Gq ¢, désignons par Sq(v) 'ensemble des éléments de Sy de
la forme 2™ %c 4 [v] ou A est tel que £4 est un automorphisme de BW,.
Alors, on a S4(v) C Sy, et

(182) |Sd(’U)| _ 21+2k+(2k71)k

est indépendant de v € Gg4 21 . De plus,
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(18.3) Sd:Lnj U Sav)

k=0 v€E€Gq 2k

et par conséquent

18.4 — 21+2k+(2k—1)k 2d—2k — 2d+1 2(2k—1)k
(18.4)  [Sal kZ:O 2|, g o),

ou

dl (24 -1)... (241 1)
[EL_ (2t —1)...(2-1)

est le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension ¢ de F¢.

THEOREME 18.5. L’ensemble Sy des vecteurs minimauz de BWaa ,
d >3, est un T-design sphérique.

Démonstration. On sait que BWsya est de norme 2™, m = L%J

D’apres le théoreme 8.1, il suffit de montrer que pout tout y € Sy, on
a l'identité
1.3.5

(186) wéd(way)fj = 9d (2d T 2) (2d T 4) (2m)6 |Sd| .

Comme le groupe Aut(BW,a) opere transitivement sur Sq = S(BWya),
il suffit de vérifier I’identité ci-dessus pour un élément y de Sy. Puisque
0 € Gao, l'élément 2™[0] = 2™ ey appartient & Sy. C’est lui que nous
choisissons comme élément y du membre de gauche de 18.6.
Pour v € G421, 0n &
(2m7k om 27m)2p — 22p(mfk)
(2K [v],2™eg)?” = { si v est un sous-espace vectoriel de FY

0 sinon,
puis, d’apres 18,2,
22p(m—k)+1+2k+(2k—1)k

E (7,2™ep)?? = { si v est un sous-espace vectoriel de FY |

©€S5a(v) 0 sinon,

et enfin, d’apres 18,3,
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Z (:L', 2m€0)2p — 22pm Z 272pk+1+2k+k(2k71) |: d :|
2

2k
z€Sq(v) k=0
m d 1 \2k
— 92pm+1 (2k—1)k
Y MRCS
k=0
. 1
_ o2pm+1
(18.7) =2 hd(2p_1) :
ol
- d
— 2(2k—1)k 2k 7 .
ha(z) Z ok 22’ € Z[z]
k=0
Pour calculer hy(z), il est commode d’introduire le polynéme
d
d
_ 0(e—1)/2 ¢
gd(z)—§2 [Zkz € Z[7],

de sorte que 2h4(z) = ga(z) + ga(—2)-

LEMME 18.8. Pour tout d > 1, on a
ga(z) = (1+2) (1+2z2)...(1+297"2).

Démonstration de 18.8. La formule est vraie pour d = 1, et l'on
conclut par récurrence a l'aide de I’identité
d
Sl

d+1 d d—t+1
- 2
[ ¢ ] Mﬁ

Fin de la démonstration de 18.6. 1l résulte du lemme ci-dessus que

l'on a gd(—ﬁ) = 0 pour tout d > 3. Par conséquent, la formule 18.7 peut
s’écrire
1
> (@,2men)’ = 2" ga(35)
TESy
1 2 24-1

__ obm

=2 (1+?)(1+§)(1+?)

= 26’”%(1 +1)... (142773

_ o6m 1.3.5

2(29-1 +1)22 (242 +1)
X (141)...14+293) 1 +292) 14241
_ 20m1.3.524 g4(1)
C 24 (24 +2) (24 +4)
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En utilisant la définition de hy et la description de Sy donnée en 18.3, on
obtient

|Sa| = 2% hy(1) = 2%(ga(1) + ga(—1)) = 2%ga(1)
(puisque gq4(—1) = 0), ce qui acheve la démonstration de la formule 18.6
et donc aussi celle du théoreme 18.5. [

REMARQUE 18.9. Une démonstration en tous points analogue a la
précédente permet de prouver que ’ensemble des vecteurs minimaux des
réseaux de Barnes-Wall BWya, d > 3 forme un 7% -design au sens de
la remarque 16.5, c’est-a-dire que les sommes ZwESd P(z) sont nulles
lorsque P est un polynome harmonique homogene de degré 10, mais que,
en revanche, cet ensemble n’est pas un 8-design, autrement dit que ces
sommes sont non nulles lorsque P est de degré 8. La vérification de ces
assertions est laissée au lecteur.

REMARQUE 18.10. Le groupe d’automorphismes de BWsa, calculé
par Broué et Enguehard ([B-E]), est pour d > 4 un sous-groupe d’indice 2
dans un “groupe de Clifford 2}:“2(1 -0 (2,2)”, qui apparait dans divers
contextes (codes quantiques, “spreads” orthogonaux, codes binaires). Les
invariants des groupes de Clifford sont notamment liés aux codes binaires,
voir & ce sujet le travail récent [N-R-S] de Nebe, Rains et Sloane, ainsi
que les articles de Runge ([Ru]) et de Sidel ‘nikov ([Si]). En particulier, le
groupe 21++2d . O+(2d, 2) n’a pas d’invariants harmoniques dans les degrés
2, 4, 6, 10. Cela entraine que les diverses couches de la réunion d’un ré-
seau de Barnes-Wall et de son dual renormalisés au méme minimum sont
des 7% -designs sphériques.

19. RESULTATS NUMERIQUES.

Les tableaux 19.1 et 19.2 ci-apres, construits avec ’aide de Christian
Batut, contiennent la liste de tous les réseaux fortement parfaits connus
jusqu’a la dimension n = 24, a cela preés que nous n’avons donné qu’un
réseau par couple (A,A*). En fait, avec la seule exception de K}, qui
est fortement eutactique mais non fortement parfait, le réseau dual d’un
réseau fortement parfait est fortement parfait dans tous les cas connus de
dimension n < 24.

Rappelons qu’un réseau A est dit ¢-modulaire (¢ désignant un entier
positif) il existe une similitude de rapport v/ transformant A* en A,
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et modulaire s’il est £-modulaire pour un entier £. On ne considére ici
que les cas o £ = 1,2,3,5, et 'on suppose en outre que A et ¢A*
sont tous deux des réseaux pairs, conformément a la définition originelle
de Quebbemann. On vérifie facilement qu’un réseau proportionnel a un
réseau entier est semblable a son dual si et seulement s’il est modulaire.
Ainsi, en dimensions 6 (resp. 10), par exemple, il y a chaque fois deux
réseaux fortement parfaits, a savoir Eg et K§ ~ Ef (resp. K|, et Kj,").

Les réseaux laminés A, ont été définis par Conway et Sloane ([C-S],
chapitre 6). Etant donné un réseau Ao de dimension ng, on construit
les réseaux faiblement laminés au-dessus de Ag en considérant d’abord
les réseaux de dimension ng + 1 de déterminant minimum parmi ceux qui
contiennent Ay comme section hyperplane de méme norme, puis en faisant
la méme construction au-dessus de ces réseaux de dimension ng + 1, etc.
A partir de la dimension ng + 2, les déterminants peuvent ne plus étre
uniques. Pour chaque dimension n > ng, les réseaux fortement laminés
sont les réseaux faiblement laminés dont le déterminant est minimum.
Enfin, les réseaux laminés sont les réseaux fortement laminés au-dessus
du réseau {0} de dimension 0 auquel on a attribué la norme 4. Ce sont
donc des réseaux de norme 4. Ils sont entiers jusqu’a la dimension 24,
et uniques a isométrie pres sauf pour n = 11,12,13, dimensions qui ne
nous intéressent pas ici. On les note A,,. Pour 1 < n < 8, ce sont des
renormalisations des réseaux de racines Ay ~ Z, Ay, Az, Dy, D5, Eg,
E;, Eg ; pour 9 <n < 24, ils sont primitifs; on a Ajg ~ BWig et Aoy est
le réseau de Leech.

Le réseau Kz de Coxeter-Todd (cf. [M], ch. VIII, §5) est un réseau
de dimension 12 qui est unimodulaire en tant que réseau sur l'anneau A
des entiers d’Eisenstein, et de ce fait 3-modulaire. Les “antilaminations
fortes” de ce réseau constituent une suite descendante Ki» O Ki; D

- D Ko = {0}. On peut munir Asy d’une structure de réseau sur A
et y plonger Kj,. Par orthogonalité, on en déduit une suite croissante
Ko C K13 C -+ C Koy = Aoy . La série K,, a été découverte par Leech.

1
Il y a deux orbites de réseaux hexagonaux dans K7jy =~ 7 K5, dont

une seule porte une A-structure naturelle. Par orthogonalité dans K7,,
celle qui n’en porte pas définit Ko et l’autre un réseau de méme déter-
minant noté K. Par antilaminations, on définit une suite descendante
Ki, D Kj)y D --- D K} = {0}, que 'on complete par Ki, = K2 et
K], = Kj1. Par orthogonalité dans A4, on définit une suite croissante
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K|, C K{3 = K13 C --- C K}, = Agys; pour n pair, les K/ sont des
A-réseaux.

Entre les séries A,,, K, et K, existent les coincidences suivantes:
e K, =A, pour 0<n<6et18<n<24.
e K/ =K, pour n=11,12,13.
o K! = A, pour n=0,1,2,22,23,24.
e Les réseaux ci-dessus qui sont modulaires sont Ay, Ao, Ay, Ag,
Kis, Aig et Aoy (autrement dit, si A est 'un des réseaux A,,, K,,

K], n < 24,1l est semblable & son dual si et seulement s’il appartient
a cette liste).

Les réseaux O, (n = 7,16,22,23) sont définis au §7; Os3 est uni-
modulaire, les autres ne sont pas modulaires.

Le réseau modulaire extrémal Q14 a été découvert par Souvignier, et les
réseaux modulaires extrémaux Nig, Nag, Niy, Ni, et Nay par Nebe, dans
les deux cas a Aix-la-Chapelle, comme réseaux stabilisant un sous-groupe
fini maximal de GL,(Z). On démontre dans [B-N-V] qu'’il y a exactement
1 réseau 5-modulaire extrémal de de dimension 16, et dans [Be-V] qu'il y
a exactement 3 réseaux 2-modulaires extrémaux de dimension 20.

On connait deux réseaux fortement parfaits en dimension 24, a savoir
le réseau de Leech Aoy et le réseau 3-modulaire Noy, extrémal et donc de
norme 6. On ignore s’il existe d’autres réseaux 3-modulaires extrémaux
de dimension 24.

L’existence en dimension 24 du réseau de Leech, dont I’ensemble des
vecteurs minimaux constitue un 11-design sphérique, permet de trouver
par sections de petites codimension plusieurs réseaux fortement parfaits.
Leur description est facilitée par I'introduction de la notion de dual partiel
d’un réseau entier: si A est entier, et si m désigne 'annulateur de A*/A,
on considere les réseaux Ala] = A 4+ aA* ou a divise m. On a clairement
A[l] = A* et A[m] = A; on vérifie que ’égalité Afa]* = A[b] a lieu chaque
fois que 'on a une décomposition m = ab de m avec a,b premiers entre
eux. Un tel réseau est appelé un dual partiel de A. (Noter que A[a] peut
étre semblable & A pour un a # 1,m; un tel exemple, avec m = 6 et
a = 3, est fourni par K1,.)

En coupant Asy par lorthogonal d’un vecteur de norme 4 (resp. 6)
de A3, ~ A4, on obtient le réseau laminé Ass (resp. un réseau Moz )
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pour lequel m = 4 (resp. m = 6). On a As3[2] ~ Oz3. Les 4 ré-
seaux Maz[a], a = 1,2,3,6 sont fortement parfaits; les droites portant
les vecteurs minimaux de My3[1] et de Ma3[3] constituent toutes deux
la famille équiangulaire signalée au §9. (Rendus entiers et primitifs, les
minima de ces deux réseaux sont respectivement 15 et 5, et leurs réseaux
pairs associés sont proportionnels & Mao[2] et Mao[4].)

Les deux premieres normes du réseau Aj; rendu entier sont 12 et 15, et
définissent par orthogonalité le réseau Aas et un réseau Moo (qui est aussi
une section de Mys ), avec respectivement m = 6 et m = 15. Les 8 réseaux
Axlal, a =1,2,3,6 et Maa], a = 1,3,5,15 sont fortement parfaits et
deux a deux non semblables. Les droites portant les vecteurs minimaux
de Mss[1] et de Ms2[3] constituent une famille de 275 droites, qui est
projection orthogonale de la configuration equiangulaire de dimension 23
du §9.

Les travaux de Koch et Venkov ([K-V]) ont produit de nombreux
exemples de réseaux unimodulaires de dimension 32 et de norme 4, qui
sont donc fortement parfaits par le théoreme 16.4. Le théoreéme 17.1 permet
alors de construire des exemples de réseaux fortement parfaits de norme 4
dans chacune des dimensions 31, 30, 28 et 26. On connait en outre en
dimension 32 quatre réseaux 2-modulaires extrémaux (de norme 6), qui
sont de ce fait fortement parfaits, découverts par Quebbemann (2), Bachoc
et Nebe.

Au-dela de la dimension 32, on connalt en particulier les réseaux
de Barnes-Wall (n = 64,128,..., cf. §18) et les réseaux f-modulaires
extrémaux pour £ =1 (n = 48,56,80, normes 6, 6 et 8 ;les deux exemples
de dimension 80 ont été découverts récemment par Bachoc et Nebe) et
¢ =2 (n =48, norme 8, trouvé par Quebbemann). Le fait que les réseaux
£-modulaires pour ¢ = 2,3,5 que nous avons cités dans ce paragraphe
soient fortement parfaits est justifié dans [Bc-V].

La théorie des groupes finis est une autre source de réseaux fortement
parfaits. Nous renvoyons a l’article récent [L-S-T] pour la construction de
réseaux a groupe d’automorphismes liés a des groupes sporadiques. Par
exemple, le réseau de Thompson-Smith est un réseau unimodulaire pair
de dimension 248, dont les vecteurs ayant une norme donnée non nulle
forment un 7-design, par la théorie des invariants du groupe de Thompson.
On ignore si le minimum de ce réseau est 12 ou 10.
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Les notations employées dans les tableaux 19.1 et 19.2 sont les sui-
vantes: on trouve dans les 3 premieres colonnes successivement la dimen-
sion n, le nom et le déterminant d’un réseau entier et primitif fortement
parfait, dont le demi-kissing number s et le minimum m sont donnés dans
les colonnes 4 et 5; les invariants analogues pour le réseau dual renorma-
lisé, notés s* et m™*, figurent dans les colonnes 6 et 7. L’invariant de Smith
du réseau est la suite (ai,...,a,) des diviseurs élémentaires du couple
(A*;A), en notation abrégée: dans la ligne 7, par exemple, la notation
62.3% signifie que l'invariant de Smith est la suite (6,6,3,3,3,1,1,1,1,1) (le
nombre de 1 se calcule a ’aide de la dimension; ici, c’est 12 -2 —3 =5).
Noter que a; est 'annulateur de A*/A | et que le minimum de A* est

m*

N =

Le type (minimal ou général) se réfere a la définition 10.6.

Dans la colonne “Rem.” (pour “Remarques”), “mod.” signifie “modu-
laire”, “equig.” signifie “équiangulaire” (cf. §9; ici, seul le réseau dual
possede cette propriété), et la mention “non f.p.” est utilisée pour rappeler
que K)™ n’est pas fortement parfait, mais seulement fortement eutac-
tique, alors que, dans tous les autres cas, les duals des réseaux du tableau
sont aussi fortement parfaits.

Les tables ci-dessous contiennent les 39 réseaux fortement parfaits de
dimension n < 24 connus a ce jour, répartis ainsi:

e 14 réseaux modulaires (dont 3 en dimension 20);
o Le réseau KJ ;
e 12 couples (A, A*) de réseaux tous deux fortement parfaits.

Cette liste est exhaustive pour n < 11 2). Nous pensons en outre qu’il
n’existe pas de réseaux fortement parfaits dans les dimensions 13, 17, 19,
du fait qu’aucun réseau connu dans ces dimensions ne satisfait I'inégalité
du théoreme 10.4.

3) Le cas de la dimension 10 vient d’étre résolu dans [Ne-V1]
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Tableau 19.1. Réseaux fortement parfaits connus (1 < n < 20).

dim | nom det s s* | m" | Smith | Type Rem.

1 Z 1 1 1 1 1 min. 1 — mod.
2 Ay 3 3 3 2 3 min. 3 — mod.
4 Dy 4 12 12 | 2 2?2 | min. | 2 — mod.
6 Fs 3 36 27 | 4 3 | min.

7 E;, 2 63 28 3 2 min. | A" equiang.
8 Es 1 120 120 | 2 1 gén. | 1—mod.
10 K1, 972 135 120 | 6 | 62.3% | min.

12 Ki» 729 | 378 378 | 4 3% | gén. | 3 —mod.
14 | Qi 2187 | 378 378 | 4 3" | min. | 3 —mod.
16 Ase 256 | 2160 2160 | 4 2% | gén. | 2 —mod.
- O16 64 256 1008 | 4 2% | min.

- Nis | 390625 | 1200 1200 | 6 5% | gén. | 5—mod.
18 | Kig 243 | 3240 1080 | 6 3% | gén.

20 | Noo, ) | 1024 | 1980 1980 | 4 | 2 | gén. | 2 —mod.
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Tableau 19.2. Réseaux fortement parfaits connus (21 < n < 24).

7

dim | nom | det s m | s | m* | Smith | Type Rem.
21 | K4, | 36 |13041| 4 | 112 | 27 | 12.3 | gén. | K'3; non fp.
22 Ao 12 | 24948 | 4 891 16 6.2 gén.
22 | Agoppy |2%93] 4224 | 6 | 891 | 8 | 6.2'° | min
- O22 3 1408 | 3 891 8 3 min.
- Mos 15 22275 | 4 275 | 36 15 gén.
— | Ma2[5] | 325 | 7128 | 10| 275 | 12 | 15.3%° | min.
23 Ass 4 46575 | 4 | 2300 | 12 4 gén.
- O»3 1 2300 | 3 | 2300 | 3 1 gén. 1 — mod.
— M3 6 37950 | 4 276 15 6 gén. A” equiang.
— | Ma3[2] | 2.3%% | 11178 | 10| 276 | 5 | 6.3%' | min. | A* equiang.
24 Aoy 1 98280 | 4 | 98280 | 4 1 gén. 1 — mod.
- Noy | 3% | 13104 | 6 | 13104 | 6 | 3'? | gén. 3 — mod.
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