LES RESEAUX FORTEMENT EUTACTIQUES

par Jacques MARTINET et Boris VENKOV
(avec un appendice de Renaud COULANGEON)

RESUME. Nous décrivons quelques constructions de réseaux fortement eu-
tactiques, c’est-a-dire dont le systeme de vecteurs minimaux est un 2-design
sphérique, et dressons des tables, exhaustives jusqu’a la dimension 5, de ceux
qui sont connus en petite dimensions.

ABSTRACT. English title: Strongly eutactic lattices.
We describe some constructions of strongly eutactic lattices (Euclidean lattices
whose system of minimal vectors constitute a spherical 2-design), and we
construct tables, which exhaust all possibilities up to dimension 5.

INTRODUCTION.

A la suite de D'article [Ven] consacré & I’étude des réseaux fortement
parfaits (ceux dont I’ensemble S des vecteurs minimaux est un 4-design
sphérique), il nous a paru utile de donner quelques résultats concernant
les réseaux pour lesquels S est un 2-design sphérique, réseaux que nous
appelons fortement eutactiques. Cette condition est beaucoup plus faible
que la précédente. De ce fait, nous n’avons pas de résultats de classification
au-dela de la dimension 5. Dans ce cas, la liste complete, obtenue grace a
la classification faite par Batut de tous les réseaux eutactiques, est donnée
dans la table 8.1. La table 8.2 contient une liste de 19 réseaux forte-
ment eutactiques de dimension 6 ; nous ignorons si cette liste est complete
(probablement, elle ne I’est pas).
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On trouve dans chacune des dimensions 5 et 6 un réseau (noté res-
pectivement By et Eg — Ef ) dont 'existence ne résulte pas des construc-
tions usuelles. Les §§5 et 6 donnent & ces réseaux une “raison d’étre” :
Bs apparait comme le réseau des relations pour A; @) As ; la construction
générale correspondante, du type “dualité”, est décrite au §5; le réseau
noté Eg — Eg, trouvé sur une aréte du graphe de Voronoi joignant Eg a
E; (d’ou la notation), apparait comme une section du réseau fortement,
parfait K{,*, et correspond & une construction générale décrite au §6.

Nous avons ajouté un §7 consacré a une contruction, dite du carré
harmonique, permettant d’associer un 2-design (non symétrique) de di-
mension w —1 a tout 4-design de dimension n. L’article s’acheve par
un §8 de nature numérique, et est complété par un appendice de Coulan-
geon, dans lequel le réseau des relations de A,, est interprété comme un
carré extérieur.

1. LES CONFIGURATIONS FORTEMENT EUTACTIQUES

On note F un espace euclidien de dimension n. La notation S désigne
une configuration de s droites de FE. Etant donné un réseau A de E,
on note S(A) ou S lensemble de ses vecteurs minimaux, ainsi que la
configuration de s = s(A) droites qui les portent. La notation pp désigne
la projection orthogonale sur un sous-espace F' de F ; c’est un élément de
lensemble End®(E) des endomorphismes symétriques de E. On note p,
la projection orthogonale sur la droite portant le vecteur x non nul, qui
se calcule par la formule

.y
(1) paly) = =Lz

Rappelons qu'une configuration S est dite faiblement eutactique s’il

existe une relation

(1.2) Idg = Y pppp
Des

a coefficients pp réels, appelés coefficients d’eutaxie.
Comme Tr(Id) =n et Tr(pp) =1, on a la relation

(1.3) Z pPD=T"n.
Des

On dit que S est semi-eutactique si 'on a pp > 0, eutactique si 'on
a pp > 0 et fortement eutactique ([Ven], définition 6.1) si les coefficients
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pp sont égaux; dans ces conditions, S est eutactique, vu que, par 1.3, on
a pp = % . Autrement dit,
(1.4)
S fortement eutactique <= Z pp est proportionnel a 'identité.
DeS

. . s . N
En outre, le coefficient de proportionalité est égal a —.
n

En utilisant 1.1 (le calcul est fait explicitement dans [M], ch. III,
prop. 2.5), on montre que la condition d’eutaxie faible se traduit, une
fois choisis m > 0 et un vecteur = de norme m sur chaque droite, par
I’identité

(1.5) (z.2)(a.a) = pr(w.a)2,

T€S

dans laquelle a € E est arbitraire.

Ces définitions s’appliquent aux réseaux en prenant pour S 1’ensemble
des directions de leurs vecteurs minimaux. En choississant les p, constants
et égaux a ; dans 1.5, on retrouve I'identité établie dans [Ven] qui
caractérise le fait que S soit un 2-design sphérique (ou un 3-design, c’est

la méme chose vu la symétrie de S):

_n 2
(1.6) VaeE, (v.2)(a.a)=-" Y (@)
z€S(A)/{x1}

25 s : 2
Le nombre ¥ qui intervient dans le calcul de la somme __o(z.a)? par
la formule ci-dessus est un analogue pour les réseaux fortement eutactiques
généraux du nombre de Coxeter des réseaux de racines irréductibles (mais
il peut ne pas étre entier).

Soit B = (e1,...,e,) une base de A, de matrice de Gram A =
(e;.e;) = Mat(Id, B, B*). Associons & tout vecteur z € R™ la matrice-
colonne X des composantes dans B de z. Alors, la matrice dans les bases
B* et B de la projection p, est la matrice ﬁX tX . Par conséquent, la
relation 1.2 peut se mettre sous la forme

(1.7) min AA™! = Z P X'X .
z€S/{£1}

De cette expression de la condition d’eutaxie résulte tout de suite:
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PROPOSITION 1.8. Un réseau possédant des coefficients d’eutaxie ra-
tionnels est rationnel, c’est-a-dire proportionnel a un réseau entier. En
particulier, un réseau fortement eutactique est rationnel. L]

De la condition d’eutaxie faible, nous retiendrons en outre les deux
propriétés suivantes:

e Pour toute configuration S faiblement eutactique, les droites de S ne
sont pas contenues dans un hyperplan de E, et I'inégalité s > n qui en
résulte est une égalité si et seulement si les droites de S sont deux a deux
orthogonales, S étant dans ce cas fortement eutactique.

e Le nombre de classes de similitude de réseaux faiblement eutactiques de
dimension donnée est fini.

La premiere propriété se démontre facilement sur la définition (appli-
quer 1.2 & un vecteur orthogonal & un hyperplan qui contiendrait S); la
seconde (Bergé-Martinet) utilise la décomposition de I’espace des réseaux
en classes minimales, cf. [M], ch. IX.

2. CONSTRUCTIONS DE CONFIGURATIONS FORTEMENT EUTACTIQUES

Les propriétés que nous allons énoncer figurent essentiellement dans [M],
ch. III, sauf que la notion d’eutaxie forte n’y est pas explicitement définie.
Nous n’énoncerons le plus souvent que ce qui concerne ’eutaxie forte et
nous contenterons de démonstrations succinctes.

On considere une configuration S de droites de FE. Par définition,
son groupe d’automorphismes, noté Aut(S), est le sous-groupe du groupe
orthogonal O(FE) qui stabilise S. Pour un réseau A de E, Aut(A) est un
sous-groupe de Aut(S).

PROPOSITION 2.1. Une réunion disjointe de configurations fortement
eutactiques est fortement eutactique.

Démonstration. En effet, si Sq,...,5, sont fortement eutactiques,
chacune des sommes » Des, Pp est proportionnelle a I'identité. Il en est
donc de méme de Y, 5. Pp. O

PROPOSITION 2.2.  Si S est faiblement eutactique, et si Aut(S) opére
transitivement sur S, alors S est fortement eutactique.
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Démonstration. En effet, pour tout o € Aut(S) et toute droite D de
S,on a p,p =soppos! et ’on obtient tout de suite une relation de
forte eutaxie en faisant la moyenne sur Aut(S) des deux membres d’une
relation de faible eutaxie. [

THEOREME 2.3. Si la représentation définie par Aut(S) est R-irré-
ductible, S est fortement eutactique.

Démonstration. C’est le théoreme 6.6 de [M], ch. IIT (“théoréme de
Brauer-Coxeter”), a cela preés que I'expression “fortement eutactique” n’est
pas utilisée dans [M]. [

REMARQUE 2.4. Pour appliquer les énoncés 2.2 et 2.3 & un réseau A,
il n’est pas indispensable de connaitre Aut(A) tout entier: un sous-groupe
possédant la bonne propriété de transitivité ou d’irréductibilité suffit.

Soit maintenant E =17_; F; une décomposition de E en somme
orthogonale de sous-espaces et, pour tout ¢, soit S; une configuration
de droites de F;. Notons S la réunion dans F des S;.

PROPOSITION 2.5. Pour que S soit fortement eutactique, il faut et il

. . 5(Ss)

suffit que les S; soient fortement eutactiques et que le rapport m
1mi £o;

soit indépendant de 1.

Démonstration. Supposons d’abord que S soit fortement eutactique.

On a alors par 1.4
S
Y o= o1
DesS

en composant les deux membres de cette relation avec les projections
orthogonales sur chacun des F;, on obtient pour les S; des relations

d’eutaxie dont les coefficients sont égaux a - .

La réciproque est une conséquence immédiate de 1'égalité Idgp =
22:1 pEz . D

Les énoncés 2.2 a 2.5 s’appliquent tout de suite aux réseaux. Comme les
diverses conditions d’eutaxie ne dépendent que de ’ensemble des vecteurs
minimaux du réseau, on a:
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PROPOSITION 2.6. Si A est un réseau fortement eutactique, tout ré-
seau N contenant A et ayant méme ensemble de vecteurs minimaux que
A est encore fortement eutactique. [

Sous I'hypothése moins restrictive S(A’) D S(A), leutaxie faible se
conserve, ainsi évidemment que la perfection, mais aussi la conjonction
de leutaxie et de la perfection, cf. [M], th. 6.2. En revanche, il n’y a pas
de raison qu’il en soit de méme de ’eutaxie seule ou de la forte eutaxie
(méme jointe a la perfection), non plus que de la forte perfection (qui se
conserve bien siir sous les hypotheses de la prop. 2.6; un exemple est connu
en dimension 23).

L’exemple suivant illustre un cas d’application du théoreme 2.3, alors
que la proposition 2.2 ne s’applique pas:

EXEMPLE 2.7. Les réseaux Jio ~ AT, Jig, Joo, . .. définis dans [M],
chapitre VIII, § 2, possedent deux orbites de vecteurs minimaux qui sont
toutes deux des configurations fortement eutactiques (I'une est somme

orthogonale de % configurations minimales de type Dy ).

La proposition suivante, concernant des configurations de droites, ne
s’applique pas directement aux réseaux.

Etant donnés deux espaces euclidiens E7, Ey et des configurations de
droites S;1 C E; et So C FEs, on sait définir les produits tensoriels
E =FQF; et S =5Q5S, C E. (Le produit scalaire sur F est
caractérisé par (z1 @ z2).(y1 ® y2) = (x1.y1) (z2.y2); pour D; € S;, le
sous-espace D1 ® Dy de F est la droite D qui porte le vecteur z = 21 ® x4
quels que soient x; € D; non nuls.)

PROPOSITION 2.8. Le produit tensoriel de deux configurations forte-
ment eutactiques est une configuration fortement eutactique.

Démonstration. L’injection canononique

End®(E:) (X) End®(E,) < End*(E; (X) E»)

caractérisée par (u; ® ug)(z1 ® x2) = u1(x1) ® uz(z2) identifie le produit
tensoriel End®(E;) Q) End®(E2) & un sous-espace de End®(E; Q) E2), et,
dans cette identification, pp, ® pp, correspond & pp,gp, - Des relations
d’eutaxie
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Idg, = » pppp et Idg, = Y pppp,
DeS, DeS»

on déduit alors la relation Idg = > p cs, p,es, PD1PD, PDi9D, - U

Pour appliquer la proposition 2.8 a deux réseaux A; et Ag, il faut savoir
quand Dégalité S(A1 @ As) = S(A1) Q) S(As) est vérifiée. Un certain
nombre de conditions suffisantes ont été données par Kitaoka dans [Ki],
chapitre 7.

On peut également définir les puissances extérieures de configurations:
k
pour 0 < k < mn, AFE est un espace vectoriel de dimension (Z) et, pour
k k
tout réseau L de E, AL est un réseau de AE. On renvoie a [Coul] pour

leurs principales propriétés; rappelons simplement que le produit scalaire
k
dans AE est défini sur les multi-vecteurs par

TIN AN Y1 N ANy = IS(ZlgtSk(xi.xj).

Etant données k droites Dy, ..., Dy de E, la droite portant le multi-
vecteur 1 A --- A ne dépend pas du choix de z; € D; non nul, et ce
multi-vecteur est non nul si les k£ droites D; ne sont pas dans un méme
sous-espace de dimension k£ — 1.

Le méme probleme que pour le produit tensoriel apparait: 1’égalité

k k

S(AL) = AS(L) peut ne pas étre vérifiée. Un certain nombre de conditions
suffisantes pour qu’il en soit ainsi ont été données par Coulangeon dans
[Cou2]. En outre, il n’y a aucune raison pour qu’'une condition d’eutaxie
vérifiée par un réseau le soit par ses puissances extérieures. Un contre-
exemple facile est le suivant: le réseau L = Ay | A, est fortement
eutactique, avec n = 4 et s = 6; son carré extérieur est de dimension 6,
mais il contient seulement 2 couples de vecteurs minimaux, associés aux
deux réseaux hexagonaux de norme 2 contenus dans L.

3. ELEMENTS DE CLASSIFICATION

On montre qu’il est possible de trouver une partie finie de ’ensemble
des cellules qui interviennent dans la décomposition cellulaire de I’espace
des formes quadratiques réelles définies positives de minimum m donné de
fagon que toute cellule soit équivalente (modulo GL,,(Z)) & une cellule de
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cette partie finie. On montre en outre qu’'une cellule contient (& isométrie
prés) au plus un réseau faiblement eutactique de minimum m, d’ou
lassertion de finitude énoncé au § 1, cf. [M], chapitre IX.

La classification des réseaux faiblement eutactiques est connue dans
les dimensions n < 5. Les résultats pour n < 4 (Stogrin, Bergé-Martinet)
sont reproduits dans [M], chapitre IX, § 3. La classification en dimension 5
a été obtenue récemment par Batut ([Bt]). La classification des réseaux
fortement eutactiques s’en déduit jusqu’a la dimension 5. Le tableau
suivant indique les nombres de réseaux eutactiques ou fortement eutac-
tiques connus, de dimension n < 7:

Tableau 3.1.

n 1123/ 4] 5 6 7

cut. 112516 118

fort.eut. [12/3 ] 6 8 [>19 ) >10

Les principaux invariants de ces réseaux figurent dans les tableaux 8.1
et 8.2 ci-dessous.

Au-dela de la dimension 5, on ne possede que des résultats tres
partiels. Nous indiquons maintenant quelques éléments de classification
en dimensions n =6 et n =7.

Les réseaux de systéme de vecteurs minimaux S(Z") s’obtiennent en
adjoignant au réseau Z" des vecteurs de la forme %(al, ey, 0,...,0)
(& permutation prés des coordonnées), avec m < n et des a; non nuls et
premiers avec a dans leur ensemble. Des arguments d’indice (cf. [Marl])
montrent que pour n < 7, on doit prendre ¢ = 2. Comme on peut alors
prendre a; = 1 pour tout ¢, on doit avoir m > 5, et comme les codes
binaires de poids w > 5 n’existent qu’a partir de la dimension 8, on
ne trouve que les possibilités suivantes (rappelons que D est le réseau
cubique centré) :
n==6:272% 7 1 D, Df;
n="T:72",72% 1 D¢, Z LD, D5 .

Des arguments analogues montrent que l'on ne peut pas adjoindre a
un réseau de racines de dimension n < 7 un vecteur supplémentaire sans
modifier son systéme de racine. On en déduit la classification des réseaux
fortement eutactiques réductibles:
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PROPOSITION 3.2. Un réseau fortement eutactique réductible de di-
mension n =6 (resp. n =7 ) est semblable ¢ Z°, Z 1 D, Ay | Ay | Ay,
A LAY ou A3 L Ag (resp. ¢ Z7, Z LD ou Z? L D). [

Démonstration. Un tel réseau A est de la forme A; L As avec Ay
irréductible de dimension n; < |%], soit n; < 3, et la proposition 2.5

A A
montre que ’on doit avoir 5(A2) = s(A1) .
9 nq

Siny=1,0ona Ay ~Z,donc s(As) =ng, d’ou S(A2) = S(Z™), donc
aussi S(A) = S(Z"), cas étudié auparavant.

Sing =2 (resp. n1 =3),0ona Ay ~ Ay (resp. Ay ~ Az ou Ay ~ A})

s(A 3
d’apres ce que 'on sait des dimensions 2 et 3, donc M =3 (resp.
n2
s(A s(A 4
% =2 ou % = 5), et 'examen de la liste des réseaux fortement
2 2

eutactiques de dimension ny < 5 ne laisse que le choix As ~ Ay 1 Ay
(I’GSp. A2 ~ A3 ou A2 ~ A; ) L]

REMARQUE 3.3. 1l n’est pas difficile de classer les réseaux fortement
eutactiques de dimension 6 et de minimum 2, et d’étendre ensuite a la
dimension 8 les résultats obtenus ci-dessus pour les dimensions 6 et 7. On
trouve 6 réseaux de vecteurs minimaux S(Z®) (dont I'un est associé & un
code de poids 5) et 2 réseaux de systéme de racines 44,5, puis 9 réseaux
réductibles: Z8, Z™ 1L D;_ .. (m=1,2,3), A3, et les 4 réseaux A L A
avec A ~ A}, Ap Q) Az, Ay, Dy.

4. RESEAUX FORTEMENT EUTACTIQUES DE DIMENSION AU PLUS 7

Une premieére source de réseaux fortement eutactiques est le théoreme
2.3. Si un sous-groupe G de Aut(A) est R-irréductible, alors on peut
appliquer le théoreme & A* ainsi qu’aux réseaux pairs éventuellement
associés a des renormalisations entieres de A et A*.

La représentation du groupe de Weyl des réseaux de racines irréductibles
A,(n>1), D,(n > 4), Eg, E;, Eg est R-irréductible. Ces réseaux
sont donc fortement eutactiques, ainsi que AY,n > 3, DF, n > 5 et
D;f, n > 10 pair (qui relevent aussi de la proposition 2.6), E§, Ex, , ...

Pour tout r entier divisant n + 1, le réseau de Coxeter Al (I'unique
sous-réseau de A contenant A, avec I'indice r) est stable par le groupe
d’automorphismes de A, , et est donc aussi fortement eutactique. (Le
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réseau pair associé a y/n+ 1A; lorsque n est impair est semblable a
AP/ )

L’égalité S(A1 Q@ Az) = S(A1) Q) S(Az) est vraie chaque fois que I'un
des deux réseaux Aj, Ay est entier de norme au plus 6 ([Ki], th. 7.1.2.).
Dans ces conditions, si A; et As sont fortement eutactiques, il en est de
méme de A; @) As.

Appliqué avec A; = Z", vu lisomorphisme Z™ Q@A ~ A™L ce
résultat redonne un cas particulier de la proposition 2.5; appliqué avec
A = Ay = Ay, il met en évidence le réseau fortement eutactique

irréductible Ay Q) Ay (de norme 4, de déterminant 81, avec s =9).

Les familles de réseaux ci-dessus permettent de décrire tous les ré-
seaux fortement eutactiques jusqu’a la dimension 4. Dans le cas de la
dimension 5, un unique réseau échappe a une telle description: c’est le
réseau noté By dans le tableau 8.1, trouvé par Batut, que ’on peut définir

par la matrice de Gram

52 2 2 2
25 —-1-1 2
2—-15 2 -1
2—-1 2 5 -1
22 —-1-15

Une construction a priori de ce réseau, conduisant en outre a une
démonstration de la propriété de forte eutaxie, est décrite au § 5.

Pour décrire les réseaux fortement eutactiques de dimension 6, il faut
considérer d’autres constructions.

Pour n = p—1, p premier, on définit les réseaux Ag) de Craig a l’aide
de la forme %Tr(a:y) sur une puissance de 'idéal premier au-dessus de
p du p-ieme corps cyclotomique. Ces réseaux sont fortement eutactiques,
leur groupe d’automorphismes étant R-irréductible (cf. [Mar], chapitre V,
prop. 4.6). En complétant par Ag) la liste Fg, K5, D et Ag, on obtient
tous les réseaux fortement eutactiques et parfaits de dimension 6 (5 ré-
seaux sur 7 réseaux parfaits).

La construction suivante utilise des propriétés du groupe symétrique S,..
On montre que les puissances extérieures des représentations naturelles des
groupes de Weyl des systémes de racines sont (absolument) irréductibles.
(Ce résultat, dii & Steinberg, est démontré sous une forme plus générale
dans [Bou], Lie V, exercice 3, p. 127; nous remercions J.-P. Serre de nous

avoir signalé cette référence.)
2
Vu lisomorphisme W (A,,) ~ S,11, les réseaux AA, sont fortement

eutactiques. Ils sont de norme 3 ; le réseau pair associé, de méme que son
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dual et que son réseau pair associé, sont aussi fortement eutactiques.
[D’apres [Cou2], prop. 2.4, les vecteurs minimaux des carrés extérieurs des ré-
seaux de racines irréductibles sont les bivecteurs décomposés Ay tels que (z,y)
soit un plan hexagonal de norme 2. Nous ignorons ce qu’il en est des puissances
extérieures suivantes.]

On construit ainsi 3 réseaux fortement eutactiques de dimension 6 a
partir de A4. (Le dual ne joue aucun role pour n = 4 : pour tout réseau

T
A de dimension n = 2r pair, le réseau AA est en effet isodual.)
En partant de D4, on retrouve des réseaux connus par ailleurs; en

2
particulier, AD4 est semblable & ]D>6+.
[Signalons la curieuse coincidence suivante: le réseau 4-modulaire Q1o de Sou-

2
vignier est isométrique au sous-réseau pair de ADs .]

Un réseau de dimension 6 parmi ceux qui figurent dans le tableau 8.2
échappe aux constructions précédentes: c’est le réseau noté K¢ — K,
unique réseau eutactique sur le chemin de contiguité du graphe de Voronoi
joignant des copies de Eg et de Eg . Une construction a priori de ce réseau,
conduisant en outre a une démonstration de la propriété de forte eutaxie,
est décrite au § 6.

Ce réseau possede un analogue en dimension 7, noté K; — E7, dont
nous ne savons pas expliquer I’existence. Voici des matrices de Gram pour

chacun de ces deux réseaux:
14 -5 -5-5-55 5

6 3 -23-2-3 -514 -45 5 4 4
3.6 1 2 =3-2 —-5-414 5 —4 —5—5
-2 1 6 —-3-2-1

et -5 5 5 14 5 —-5-5
-5 5 —4 5 14 -5 =5
5 4 -5-5-514 5
5 4 -5-5-5 5 14

3 2 -3 6 1 -2
—-2-3-21 6 3
-3 -2-1-2 3 6

Les données contenues dans la thése de Jaquet ([Ja]) permettent de
trouver tous les réseaux eutactiques de rang de perfection w -1
pour n < 7. Cette étude a été faite par Batut ([Bt’]); aucun autre réseau
fortement eutactique n’est apparu. En revanche, toujours en dimension 7,
une réseau fortement eutactique a été trouvé par Batut et Sigrist sur le
chemin joignant D; a E; de l'algorithme de Voronoi équivariant pour
la représentation réguliere du groupe cyclique d’ordre 7. (Principaux
invariants: min = 5, det = 3.5, s = 21, s* = 7; il posséde des sections
de codimension 2 isométriques au réseau Bs signalé plus haut.)

Les 10 réseaux fortement eutactiques de dimension 7 signalés dans le
tableau 3.1 sont les 4 réseaux de vecteurs minimaux S(Z"), les 4 réseaux
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parfaits (parmi 33) E7, E%, D; et A7, le réseau avec s = 21 mentionné
ci-dessus et le réseau E; —E% . Les principaux invariants de ce réseau sont
s = s* =27 et Smith = 54.95 (voir la définition au §8).

Les donnés du tableau 3.1 suggerent que le nombre de réseaux fortement
eutactiques est petit par rapport au nombre total de réseaux faiblement
eutactiques, et qu’il devrait en conséquence étre possible de les classer.
Toutefois, I'existence du réseau E; — K7, qui ne peut étre écrit comme
réseau entier qu’avec un minimum multiple de 14, indique qu’une telle
classification est probablement tres difficile en dimension 7.

5. LE RESEAU DES RELATIONS: DE LA DIMENSION n
A LA DIMENSION § —n

Nous décrivons dans ce paragraphe une construction qui permet en
particulier de construire le curieux réseau noté Bs dans la table 8.1 a partir
d’un réseau fortement eutactique de dimension 4, le seul en dimension 5
qui ne fasse pas partie de séries “classiques”.

On consideére une partie finie symétrique X a 2s éléments d’un espace
euclidien F de dimension n, engendrant un réseau A de E. On suppose
que X est un 2-design sphérique (ou 3-design, c’est la méme chose). La
propriété de design se traduit par les deux conditions:

(1) J3e>0,Ve e X, x.z = c;
(2) Ya€eE, Y cx (z.0) = %(a .a) (x.xz), X' désignant un systéme
de représentants dans X de X/{+1}.
On associe alors & X ’ensemble R(X, A) défini ainsi: on munit d’abord
Z* d’une base orthonormale e, indexée par X’; on considére ensuite
Iapplication ¢ : Z° — A définie par e, — x; on définit enfin T" par
la suite exacte
0T =kero —7Z°5A—0 :

c’est le réseau des relations, noté R(X,A).

On va maintenant associer au couple (A, X) et au couple d’entiers
(n, s) qui lui correspond un nouveau couple (DA, DX) auquel sera associé
le couple d’entiers (s — n,s). Pour cela, on pose d’abord

DA = (R(X, A)),

réseau engendré par I* = {z € R[ |Vy e, z.y € Z}.
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Pour construire DX, on commence par renormaliser A de facon que

I'on ait (z.2 =" sur X. La condition (2) devient

Va e E, Z(x.a)2:(a.a) =

rzeX'’
Va, € E, Z(w.a)(m.ﬁ):(a.ﬁ) = VackF, Z(w.a)x:a.
reX' reX'
Prenons maintenant o« = z9 € X’. La formule précédente s’écrit
Yoo (@.zo)x = mo. On pose alors B, = €, — Y cx/ (T.20) e (Clest

un élément de I'), et finalement

DX = {By, | o€ X}

LEMME 5.1. On a B, € R(A, X)*.

Démonstration. Soit 7 = ) _ nze; € R(A,X); les coefficients n,
sont des entiers tels que Y ng,z =0.0On a

Boo = (1 = (w0 .20)) €xo — Z (x.x0) z,
TH#To
et donc

(Bzo -T) = Ny (1 — (0. 20)) — Z (zo . x) ng

TH#To

:nmo—Z(:c.a:g)nw:nmo—(anaz.xo):nmo. ]

zeX' zeX'

Le calcul précédent, en tenant compte de la condition (z.z) = %,
entraine
s—n .
(%) Bzo-Baog =1— (z0.20) = et By, Pz, = —T1.To Sl T1 # X9

Plongeons Z* dans F = R Z* ~ R?®, et considérons I’application
w:A— Z (A.z)eg
zeX'

de E dans F. Notons V son image. On a pow(A) =) (A.z)z = A,
ie. pow =Idg.
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LEMME 5.2. w est une isométrie.

Démonstration. Pour tout A € £, on a

w(A) . w(A) = Z A.z)(N.y) (eg.ey) = Z()\.m)2:()\.)\)

la derniere égalité provenant de ce que X est un 2-design de norme . []

LEMME 5.3. V NZ?* est isométrique a A*.

Démonstration. En effet, un élément p € V est de la forme w(}\),
A€EE.Onaalors p=5 _x (A.x)es, et

peEZ <=V e X', (A\.x) EL < Ne N <= pcw(A"). ]

PROPOSITION 5.4.  On a det(R(A, X)) = det(A).

Démonstration. On a R(A,X)* = V- N Z*. Comme Z° est uni-
modulaire, on a I'égalité det(V+ N Z*) = det(V N Z*) (valable pour
tout sous-espace V' de R®). On conclut en utilisant 1’égalité bien con-

1
nue det(L*) = det(L) qui s’applique & tout réseau L. [
e

Il est commode d’interpréter matriciellement les calculs de produits
scalaires qui nous ont conduits aux formules (*). Soit G la matrice de
Gram de X', et soit G' = I, — G. Le fait que X soit un 2-design se
traduit par 1’égalité G? = G. Les relations (*) signifient que G’ est la
matrice de Gram (Bz, . fz,). On a

G'2:(IS—G)(IS—G)=IS—2G+G2:G’,

ce qui entraine:
THEOREME 5.5. L’ensemble DX est un 2-design. [

Considérons le cas d’'un réseau A fortement eutactique. On peut lui
appliquer la dualité précédente avec X = S(A). Si DX est effectivement
I’ensemble des vecteurs minimaux de DA, alors DA sera aussi fortement
eutactique.

Notons que cette condition n’est pas toujours vérifiée. Considérons
le cas ou S(A) contient des systémes A, (systémes engendrant un ré-
seau hexagonal). Les termes diagonaux de G (resp. de G’) sont 2 (resp.
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— % = 1) et 'on trouve dans G et dans G’ des termes non diagonaux
égaux & £ 2. Une condition nécessaire pour que DX soit égal & S(DA)

est que 'on ait 1—%22%%,1.& s> 2n.

PROPOSITION 5.6. Le réseau des relations associé au réseau A =
Ay Q) Ay est le réseau Bs.

Démonstration. On a s(A) = 9. Le réseau des relations DA est donc
un réseau de dimension 5 avec s = 9. On vérifie que son minimum est
= g , donc égal a 5 dans la normalisation qui le rend entier et primitif.
Le réseau obtenu est alors fortement eutactique et ne peut en conséquence
qu’étre le réseau By de la table 8.1. L]

Il serait intéressant de déterminer les réseaux des relations attachés a
certains réseaux célebres. Le cas des réseaux A,, est traité dans 'appendice
de Coulangeon.

6. RESEAUX FORTEMENT EUTACTIQUES CONSTRUITS A PARTIR DE
RESEAUX FORTEMENT PARFAITS

Le but de ce paragraphe est de construire des sections fortement eu-
tactiques de réseaux fortement parfaits. On obtient en particulier une
construction & partir de K},* du réseau noté Eg — Ej dans le tableau 8.2.

On consideére un réseau fortement parfait A (cela signifie que S(A)
est un 5-design sphérique, cf. [Ven], §6), normalisé par la condition
min A* = 2. Désignons par R I'un des systémes de racines A, Ay, Dy,
E¢ ou E;. et faisons les deux hypotheses suivantes:

(1) S(A*) contient R ;

(2) VA€ S(A), VA* € R, A.x* € {0,£1}.
On notera que la condition (2) est vérifiée lorsque l'invariant de Bergé-
Martinet est de carré v/(A)% = n_—{—27 autrement dit lorsque le réseau est
de type minimal au sens de [Ven|, définition 10.6. Dans ce cas, A est de

minimum "TH )

THEOREME 6.1. Soit V' le sous-espace de E engendré par R et soit
W' son orthogonal dans E. Alors, ANW est un réseau fortement eutac-
tique.
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Démonstration. Soient py : E — V et py : E — W les projections
orthogonales respectives sur V' et sur W. Pour tout = € S(A) et tout
r€R,ona z.r =0 ou +1 par 'hypothése (2), et donc p1(z).r=z.r €
{0,£1}. Autrement dit, quel que soit x € X, pi(z) est un micropoids
pour le systéeme de racines R, c’est-a-dire une forme linéaire prenant
sur R seulement les valeurs 0,+1. Mais, dans le cas des systéemes Ay,
As, D,, Egs et E7, les micropoids non nuls ont la méme norme, égale
20 30 1s 3
un calcul sans difficulté.

respectivement a et %, une propriété qui peut se vérifier par

Par hypothese, X est un 4-design sphérique, ce qui signifie que l'on a
pour tout a € F

Z(x.a)4:%|X|(a.a)2.

SiaeW,onaz.a=py(x).a et donc

Z (p2(z) - @)

Tz€X

4_ 3(z.x1)?

m|X|(a.a)2.

Appliquons maintenant a cette identité 'opérateur A de Laplace relatif
au sous-espace W . On obtient ([Ven], §1)

(%)
4.3 Z (p2(z) - pa()) (pa(z) . @)? =

zeX

3(z.x)?

—— | X| 2 (di 2)a.a.
n(n—i—l)' |2 (dimW +2) a.«

Posons Xg = X NW et X; = X \ Xy, et notons m la norme de
A et er la norme commune aux micropoids de R. Pour x € Xj, on
a pa(x) = z et donc pa(x).p2(z) = z.2x = m; pour z € X, on a
p2(x) .p2(z) = m—pi(x).p1(x) = m—er. La formule (*) peut se réécrire
sous la forme

(*x) Z(x.a)z—l-cl Z(pg(a:).a)2:cz (o. )
z€Xo reX1

ol c; =1— %% et c3 = W\X|(dimW—l—2).
Comme X est aussi un 2-design, on a également ’'identité

(%% %) Z(x.a)z—l— Z(x.a)2:$ni|X\(a.a).

Mais on a x.a = pa(z) .« puisque o € W. Comme la constante ¢; n’est
pas égale & 1, le systéeme des deux équations (**) et (* x x) détermine
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uniquement les deux sommes sur Xy et sur X; qui interviennent. Ces
deux sommes sont donc proportionnelles au produit scalaire «.«, ce qui
prouve en particulier que X est un 2-design sphérique, et donc que ANW
est un réseau fortement eutactique, puisque X, est évidemment I’ensemble
de ses vecteurs minimaux. []

REMARQUE 6.2.. L’ensemble X; est aussi un 2-design sphérique si
toutes les fibres p,'(z) ont méme cardinal, et donc en particulier si la
restriction de ps & X est injective. C’est ce qui se passe dans ’exemple
suivant, o X est semblable & S(Ef).

EXEMPLE 6.3. Soit A le réseau obtenu en renormalisant K},* au
minimum 6; c’est un réseau entier et primitif. Le réseau Kj, est de
norme 4, et contient une section L de minimum 4 semblable a Dy . Les ré-
seaux K1, et K}," sont fortement parfaits de type minimal ([Ven], § 13).
Donc, L+ est un réseau de dimension 6 qui est fortement eutactique. C’est
le réseau noté Eg — E§ dans le tableau 8.2.

REMARQUE 6.4.. Le groupe d’automorphismes de K}, opére transi-
tivement sur ’ensemble des vecteurs minimaux, mais répartit les sections
minimales de type Ay en deux orbites. On définit ainsi trois sections Lg,
Lg, et Lg, de K},*, qui sont fortement eutactiques par le théoréme 6.1.
On constate que les réseaux Lg et Lg, sont parfaits (non fortement) mais
que Lg, ne 'est pas, ce qui prouve en particulier que ces deux réseaux
ne sont pas isométriques. On trouve également 2 orbites de sections mini-
males de type Az dans Kj{,, définissant deux sections de dimension 7
de K},*, dont aucune n’est fortement eutactique, et enfin une section de
type Dy, dont 'orthogonal est le réseau de ’exemple 6.3.

Signalons que le réseau non parfait Lgp est 12-modulaire au sens défini
au début du § 8.

7. CARRE HARMONIQUE D’UN DESIGN SPHERIQUE

Exceptionnellement, les 2-designs construits dans ce paragraphe ne
sont pas a priori symétriques. Soit X un 4-design sphérique contenu
dans un espace euclidien E de dimension n. (Si X est ’ensemble S(A)
des vecteurs minimaux d’un réseau A, cela signifie que A est fortement
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parfait.) Nous nous proposons de construire un 2-design sphérique dans
(n+2)(n—1)

un sous-espace de dimension N = du carré symétrique

1
Sym? E de E, lui-méme de dimension @ = N + 1. Toute-

fois, contrairement au cas des autres constructions de cet article, nous
n’obtiendrons pas un design symétrique. Dans ces conditions, pour obtenir
une caractérisation des 2-design, il faut compléter la relation 1.5 par une
identité assurant que 'on a un 1-design, ce qui se traduit simplement par

le fait que le centre de gravité de X est le centre de la sphere, cf. [Ven],
th. 3.2, (4).

Nous définissons le carré symétrique de E comme le sous-espace de
EQ E engendré par les tenseurs = ® x, € E. Cet espace s’identifie &
lespace End®(E) des endomorphismes symétriques de E en associant &
zQ®x 'endomorphisme y — (z.y) x, et donc aussi au sous-espace engendré
par les formes y — (z.y)? de I'espace des formes quadratiques sur E.

, . 1
DEFINITION 7.1. Pour z € X, soit hy(y) = (z.y)? — —(z.7) (y.y).
n

Le carré harmonique Harmy(X) de X est

Harmy(X) = {h, |z € X}.

C’est un sous-ensemble de 'espace Harmy(FE) des polynémes har-
moniques de degré 2 sur E. On le munit ([Ven], § 2) du produit scalaire

1
Ce produit scalaire vérifie les deux propriétés suivantes, qui le caracérisent :

(1) Pour g,(y) = (z.9)?, [f,94] = f(2).
(2) Pour go(y) =y.y , [f,90]=3AF.

THEOREME 7.2. St X est un 4-design sphérique, le carré harmonique
de X est un 2-design sphérique.

Démonstration. Montrons d’abord que Harmy(X) est un 1-design.
Pour cela, vu que les h,, a € FE engendrent Harmg, il suffit de vérifier
que l'on a ) [hgs, hal =0. Or, on a

1

(7.3) [ha, ha] = he (@) = (z.a)? — ﬁ(a.a) (x.z),
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d’ou
_ 2 _ 1XI
(7.4) D [y hal =) (z.0) - —(z.9)(a.0),
reX zeX
expression qui est nulle par 1.5 car X, étant un 4-design, est a fortiori un
2-design.
Pour prouver que Harma(X) est un 2-design, il suffit maintenant de

2)(n—1
vérifier I’analogue de 1.5 pour la dimension N = (n+ )2(n ) , & savoir
I'identité
o hel? = o (e ] [y
(75) Z[.’IH C!] _N[:L‘7 w][a; a]-

zeX
Du fait que X est un 4-design, on a l'identité ([Ven], formule 3.6)

(7.6) S (@)t = X

2 m(mx)2 (a.a)?.

En remplagant dans le premier membre de 7.5 [k, ho]? par sa valeur
tirée de 7.3, on obtient
2 1
4 2 2 2
Z(x.a) ~ 3 (z.a)(a.a)(z.z)+ 2 (a.a)*(z.x)

rz€X

ce qui, compte tenu de 7.6, est égal a

X 2 | X 1
%(a.a)%x.xﬁ—E%(a.a)%x.xﬁﬁ-ﬁ|X|(a.a)2(x.a:)2,
expression qui se simplifie en

3 2 1 2(n — 1)
X|(e. ) (z.2)? | ———— — =+ = | = | X| (. )} (z.2)* 55—
X|(@aPeap |2 2 L X (e S0
-1
De la formule 7.3, on tire [hg, hs] = nn (z.7)? et [ha,ha] =

n—1

(. @)?, et I'on obtient pour le second membre de 7.5 la valeur

ez () e

qui est bien celle du premier membre. L]

n
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8. DONNEES NUMERIQUES

Dans les tableaux des deux pages suivantes, nous donnons la liste
des réseaux fortement eutactiques connus en dimensions 1 a 5, puis 6,
avec la dimension n (dans le premier tableau seulement), le rang de
perfection 7, le “demi-kissing number” s, la norme m d’un modele
entier et primitif, 'invariant de Smith du réseau, le nom du réseau et
un commentaire éventuel. La notation L, désigne le réseau pair associé a
un réseau impair L. L’expression L est /-modulaire est employée dans le
sens faible suivant : il existe une similitude de rapport v/ (£ entier positif)
qui applique L* sur L; en particulier, la condition d’étre pair n’est pas
requise ici.

Etant donné un réseau entier A, donc contenu dans son dual, on désigne
par Smith(A) la suite des diviseurs élémentaires du couple (A*, A).

Dans la colonne “remarques”, “mod.” signifie “modulaire”, “f.p.” signifie
“fortement parfait”, et “réduc.” signifie “réductible”.
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Tableau 8.1. Réseaux fortement eutactiques de dimension 1 & 5

n| r | s |m| Smith | réseau remarque
1{1 )11 1 Z 1 —mod., f.p.
21221 1 7.2 réduc.
21332 3 Ao 3 —mod., f.p.
31331 1 73 réduc.
314143 42 A3

3166 2 4 Ag extréme
414141 1 Z* réduc.
4155 4 53 A

4166 2 32 AZL réduc.
4191|194/ 932 L3~ A @A, 9 — mod.
411010 2 5 Ay extréme
411012 2 22 Dy 2 — mod., f.p.
505 5|1 1 A réduc.
501554 4* )

5(/6 6| 5| 2434 A

5(/9 95| 9232 Bs

5(10 10 3| 6.23 A2 A3”
5115 |15 | 2 6 Ay extréme
5|15 15| 4 | 6.33 A3 extréme
511520 | 2 4 Dy extréme




Tableau 8.2. Réseaux fortement eutactiques de dimension 6.

LES RESEAUX FORTEMENT EUTACTIQUES

r | s | m| Smith réseau remarque
6161 1 VA réduc.
6|64 44 Z 1 D¢ réduc.
6162 24 D},

7176 7P A

8|83 4 A%t réduc.
91912 33 Ay3 réduc.
10|10 3 53 AAg 5 — mod.
12112 4| 42 A2+ réduc.
1212 5 | 1025 | (AAs)y)*

12126 | 1234 | Ay QA

15(15| 4 | 1025 (/2\A4)p

1616 4| 4.2¢ | Df ~AD; 4 — mod.
1818 4 | 1223 | Ay R As

20 (24 | 6 | 24.8.4%2 | Eg —

21121 2 7 Ag extréme
21 (21 4 73 Aé2) 7 — mod., extréme
21|27 4| 3 E fort. parf.
21130 2 22 Ds extréme
21136 2 3 E¢ fort. parf.

23
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APPENDICE : SUR LE RESEAU DES RELATIONS DE A,

par Renaud COULANGEON
(Laboratoire A2X, Université Bordeaux 1)

On identifie dans ce qui suit le réseau A,, avec Iintersection de Z"*!
et de I'hyperplan H,, = {(z¢,...,7,) € R | S z; = 0} de R**1. Si
{€0,...,€n} désigne la base canonique de R*"*1 les vecteurs v; = €; — ¢y,
1 <4 < n constituent une base de A, . On désigne par la lettre X un
“demi”-systeéme de vecteurs minimaux de A, , a savoir

XZ{EZ‘—&‘]', 0§2<]§n}
Le réseau des relations R,, de A,, est défini par la suite exacte
0—>R,>ZX 5 A, 50,

ot Z*X désigne le Z-module libre de base {e,, 2 € X}. La structure
euclidienne de R,, est obtenue via lidentification R¥ ~ RIX!, ie., on
munit RX = R, ZX du produit scalaire pour lequel les e;, z € X,
constituent une base orthonormée.

LEMME. Le réseau R, admet pour base les vecteurs u;;, 1 <1 <
JEMN, 0U Ujj = —€eu—g; T €eo—e; — Cey—e, -

Démonstration. C’est immédiat, en utilisant la description

Rn:{aneHanac:O}. ]

reX
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PROPOSITION. Pour tout entier n > 1, le réseau R,, est isométrique
au carré extérieur \° A, .

Démonstration. On munit \>R" = R, A? A, du produit scalaire
canonique induit par celui de R”,i.e. zAy.z At =det (;j j z t) .
On considere alors ’homomorphisme de Z-modules

2
@:Rn—>/\An
Ui7jl—)’l)i/\’l)j.

Un calcul élémentaire prouve que u; j . ug; = v; Av;j . v A v pour tous les
couples 1 <1< j<n,1<k<l<n,dou la conclusion. U]



