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çàäà÷ó çàìîùåíèÿ (ïðÿìîóãîëüíèêà) ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å (six-vertex
model). È, íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé [Eloranta] î ëîêàëüíûõ
õîäàõ â six-vertex model, ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ äëÿ íà-
ïðàâëåíèé: ñåâåð (âåðõ), þã (íèç), çàïàä (ëåâî), âîñòîê (ïðàâî).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê 4n×4m è åãî ïðîèçâîëüíîå
çàìîùåíèå. Ïðîâåäåì â í¼ì äèàãîíàëè ñ øàãîì â 4 êëåòêè (ñì. ðèñóíîê).
Òàêèì îáðàçîì ìû ðàçäåëèëè ïðÿìîóãîëüíèê íà êâàäðàòû (íàêëîí¼í-
íûå íà 45◦). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñòîðîíû ýòèõ êâàäðàòîâ �
ðåáðàìè. Ñêàæåì, ÷òî ðåáðî ðåãóëÿðíî (â äàííîì çàìîùåíèè), åñëè îíî
ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíî òåòðîìèíî. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå íàðèñîâàíû
4 ðåãóëÿðíûõ ðåáðà (êðàñíûì öâåòîì îáîçíà÷åíû ðåáðà, òåìíî-êðàñíûì
� ðåáðà, ïåðåñåêàþùèå òåòðîìèíî). Íàçîâåì çàìîùåíèå ðåãóëÿðíûì, åñ-
ëè âñå ðåáðà â ýòîì çàìîùåíèè ðåãóëÿðíû. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî âñå
çàìîùåíèÿ ðåãóëÿðíû.

Ñåâåð

Þã
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Çàíóìåðóåì ðåáðà, íà÷èíàÿ ñ ñåâåðî-çàïàäíîãî (âåðõíåãî ëåâîãî) óãëà,
äâèãàÿñü ñ þãî-çàïàäà íà ñåâåðî-âîñòîê:
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Ëåììà 1. Ïóñòü P çàìîùåíèå, â êîòîðîì ïåðâûå n ðåáåð ðåãóëÿðíû,
òîãäà (n+ 1)-îå ðåáðî òàêæå ðåãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (n+ 1)-îå ðåáðî â çàìîùåíèè P è ïî-
êàæåì, ÷òî îíî ðåãóëÿðíî. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: (n+1)-îå
ðåáðî íå ðåãóëÿðíî, ò.å. ÷åðåç äâå êëåòêè ðåáðà ïðîõîäÿò ðàçëè÷íûå òåò-
ðîìèíî.

Ýòî ðåáðî ìîæåò áûòü ¾âåðòèêàëüíûì¿ � èäòè ñ ñåâåðî-çàïàäà íà
þãî-âîñòîê èëè ¾ãîðèçîíòàëüíûì¿ èäòè ñ þãî-çàïàäà íà ñåâåðî-âîñòîê.
Ìû ðàññìîòðèì ýòè äâà ñëó÷àÿ îòäåëüíî.

Âåðòèêàëüíîå ðåáðî
Íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ òåìíî-êðàñíûìè æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíû
ïåðâûå n ðåáåð (ïðî ýòè ðåáðà íàì èçâåñòíî, ÷òî îíè ðåãóëÿðíûå), (n+1)-
îå ðåáðî ïîêðàøåíî â ñèíèé è æåëòûå öâåòà.
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Ðàññìîòðèì òåòðîìèíî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñèíþþ êëåòêó (ñì. ðèñóíîê).
Îíî íå ïåðåñåêàåò ðåãóëÿðíûå ðåáðà è íå ïðîõîäèò ÷åðåç æåëòóþ êëåòêó
(âòîðóþ êëåòêó ðåáðà). Çíà÷èò, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû ñëåäóþùèå
âàðèàíòû:

âàðèàíò V1:

Â ýòîì ñëó÷àå çåë¼íóþ êëåòêó íå ìîæåò ñîäåðæàòü íè îäíà ôèãóðà òåò-
ðîìèíî (âàæíî, ÷òî íà þãî-çàïàäå îò ýòîé êëåòêè ðåãóëÿðíîå ðåáðî, êî-
òîðîå ñîäåðæèò êëåòêè îäíîãî è òîãî æå òåòðîìèíî).

âàðèàíò V2:

×
×
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Åñëè òåòðîìèíî ðàñïîëîæåíî, êàê íà ðèñóíêå âûøå, ïîñìîòðèì êàêèå
òåòðîìèíî ïðîõîäÿò ÷åðåç êëåòêè, ïîìå÷åííûå êðåñòèêàìè. Åäèíñòâåí-
íàÿ âîçìîæíîñòü (ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ðåãóëÿðíûå (æèðíûå) ðåáðà òåò-
ðîìèíî ìîæåò ïåðåñåêàòü òîëüêî ïî äâóì êëåòêàì) � ýòî òåòðîìèíî,
íàðèñîâàííûå ãîëóáûì è çåë¼íûì öâåòîì. Íî çåë¼íîå òåòðîìèíî ñòîèò
òî÷íî òàê æå, êàê è ñèíåå ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ òåòðîìèíî íà ñåâåðî-
âîñòîêå, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëóáûõ è çåë¼íûõ òåòðîìè-
íî. Îäíàêî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà ïåðåñå÷ü âåðòèêàëüíóþ èëè
ãîðèçîíòàëüíóþ (âîñòî÷íóþ èëè ñåâåðíóþ ñîîòâåòñòâåííî) ñòåíêó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà. Çíà÷èò òàêîå çàìîùåíèå íåâîçìîæíî.

Ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå òåòðîìèíî, ïåðåñåêàþùåå ðîçîâûé êâàäðàò (ñì. ðè-
ñóíîê), ïåðåñåêàåò åãî ïî äâóì êëåòêàì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî òåòðî-
ìèíî ïåðåñåêàåò îäíî èç òð¼õ ðåãóëÿðíûõ ðåáåð êðàñíîãî êâàäðàòà, òî
åãî äâå êëåòêè ëåæàò íà ýòîì ðåãóëÿðíîì ðåáðå, à îñòàëüíûå äâå äîëæ-
íû ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò ðåáðà, ò.å. îáå ëåæàò â êðàñíîì êâàäðàòå.
Ò.ê. âñå êëåòêè êðàñíîãî êâàäðàòà ïîêðûòû êàêèì-íèáóäü òåòðîìèíî,
à òåòðîìèíî, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ðåãóëÿðíûå ðåáðà, ïîêðûâàþò ÷¼òíîå (0
èëè 2) ÷èñëî êëåòîê êâàäðàòà, òî è òåòðîìèíî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ÷åòâ¼ð-
òîå ðåáðî, äîëæíî ïîêðûâàòü ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê (õîòÿ ÷åðåç ÷åòâ¼ðòîå
(íåðåãóëÿðíîå) ðåáðî è ïðîõîäÿò äâå òåòðîìèíî, ÿñíî, ÷òî ëèøü îäíî èç
íèõ ìîæåò ïåðåñåêàòü ðîçîâûé êâàäðàò).

Êàê è â ñëó÷àå ñ âåðòèêàëüíûì ðåáðîì, ðàññìîòðèì òåòðîìèíî ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç ñèíþþ êëåòêó. Âèäíî, ÷òî åñëè îíî ïåðåñåêàåò ðîçîâûé
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êâàäðàò ïî äâóì êëåòêàì, òî îíî ñîäåðæèò è æåëòóþ êëåòêó, à çíà÷èò
ýòî ðåáðî ðåãóëÿðíî.Òàêèì îáðàçîì ýòî òåòðîìèíî íå ìîæåò ñîäåðæàòü
êëåòîê ðîçîâîãî êâàäðàòà.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòîãî òåòðîìèíî (èõ
äâà):

âàðèàíò H1:

×
×

Åñëè ñèíåå òåòðîìèíî ðàñïîëîæåíî êàê íà ðèñóíêå, òî ìû ïîëó÷àåì ñëó-
÷àé àíàëîãè÷íûé V2. Ðàññìàòðèâàÿ òåòðîìèíî ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êëåò-
êè, îáîçíà÷åííûå êðåñòèêàìè, ìû âèäèì, ÷òî ïðîäîëæåíèå çàìîùåíèÿ íà
ñåâåðî-âîñòîê îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (êàê íà ðèñóíêå). Îäíàêî òàêîå
ïðîäîëæåíèå äîëæíî ïåðåñå÷ü ñåâåðíóþ èëè âîñòî÷íóþ ãðàíèöó.

âàðèàíò H2:
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Åñëè òåòðîìèíî ðàñïîëîæåíî, êàê íà ýòîì ðèñóíêå, òî ìû ñäåëàåì èçîá-
ðàæåííóþ çäåñü çàìåíó (õîä) è ïðèäåì ê ñëó÷àþ H1. (Ò.å. ìû èçìåíèì
íàøå çàìîùåíèå è ïî ïóíêòó H1 óâèäèì, ÷òî îíî íåâîçìîæíî).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî (n+ 1)-îå ðåáðî ðåãóëÿðíîå.
×.ò.ä.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷àåì:
Òåîðåìà 1. Ëþáîå çàìîùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà 4n × 4m ôèãóðàìè

òåòðîìèíî � ðåãóëÿðíî.
Çàìå÷àíèå: èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò òåîðåìà [Walkup], ÷òî ôè-

ãóðàìè òåòðîìèíî ìîæíî çàìîñòèòü òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêè âèäà 4n ×
4m. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê k × l (k èëè l
íå äåëèòñÿ íà 4) ìîæíî çàìîñòèòü òåòðîìèíî. Ïîâòîðÿÿ ýòî çàìîùå-
íèå íåñêîëüêî ðàç, ìû ìîæåì çàìîñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê 4k×4l. Ê ýòîìó
çàìîùåíèþ ìû óæå ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 1. Ò.å. ýòî çàìîùåíèå ðå-
ãóëÿðíî. Òåïåðü åñëè ìû ðàññìîòðèì èçíà÷àëüíîå çàìîùåíèå, îíî áóäåò
òàê æå ðåãóëÿðíî, íî èç-çà ¾ãðàíè÷íîãî¿ ýôôåêòà ýòî íåâîçìîæíî � â
ñåâåðî-âîñòî÷íîì óãëó ðåáðîì áóäåò îòðåçàíà îáëàñòü, êîòîðóþ íåâîç-
ìîæíî çàìîñòèòü.

Òåïåðü ïîñìîòðèì êàê ïîêðûâàþòñÿ êâàäðàòû, îãðàíè÷åííûå ðåáðà-
ìè. Êàê ìû óæå çíàåì, êàæäîìó ðåáðó êâàäðàòà ñîîòâåòñòâóåò îäíî òåò-
ðîìèíî. Îíî ìîæåò ëåæàòü â îäíîì èç äâóõ ñìåæíûõ êâàäðàòîâ. Ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî íàïðàâëåíî èç êâàäðàòà, íå ñîäåðæàùåãî ýòî
òåòðîìèíî, â êâàäðàò, åãî ñîäåðæàùèé. Òàêèì îáðàçîì êàæäîìó çàìî-
ùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàññòàíîâêà ñòðåëîê íà ðåáðàõ ¾äâîéñòâåííîé¿ ðå-
ø¼òêè (îíà íà ðèñóíêå íàðèñîâàíà ñåðûì öâåòîì) ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ
êâàäðàòîâ. Ïðè÷åì â êàæäóþ âåðøèíó íàïðàâëåíî ðîâíî äâå ñòðåëêè.

Íàîáîðîò, ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäîé ðàññòàíîâêå ñòðåëîê (ïðè êîòî-
ðîé â êàæäóþ âåðøèíó äâîéñòâåííîé ðåø¼òêè ñìîòðÿò ðîâíî äâå ñòðåë-
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êè) ñîîòâåòñòâóåò êàêîå-òî çàìîùåíèå òåòðîìèíî. Ýòî äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü ëîêàëüíî: íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé êîìáèíàöèè âõîäÿùèõ ñòðå-
ëîê â öåíòð êâàäðàòà ñîîòâåòñòâóåò êàêîå-òî çàìîùåíèå ñàìîãî êâàäðàòà.
Ïðè÷åì âñåãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âõîæäåíèÿ ñòðåëîê äâà (ñ òî÷íîñòüþ
äî âðàùåíèÿ):

1. Ñîñåäíèå ñòðåëêè ñìîòðÿò âî âíóòðü:

2. Äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòðåëêè ñìîòðÿò âî âíóòðü. Ýòî-
ìó âàðèàíòó ñîîòâåòñòâóþò äâà çàìîùåíèÿ (êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ
äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè M1a è M1b):

2a 2b

×òîáû çàäà÷à ðàññòàíîâêè ñòðåëîê ñòàëà ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å çà-
ìîùåíèÿ ôèãóðàìè òåòðîìèíî, îòîæäåñòâèì çàìîùåíèÿ îòëè÷àþùèåñÿ
òîëüêî íà ïðåîáðàçîâàíèÿM1a èM1b. Òàêèì îáðàçîì îáðàçîì ìû ñâåëè
çàäà÷ó çàìîùåíèÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

Çàäà÷à ¾Six-vertex model¿. Äàíà ðåø¼òêà, íà åå ðåáðàõ íóæíî
ðàññòàâèòü ñòðåëêè òàê, ÷òîáû â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèëî ðîâíî äâå.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2 [Eloranta]. Ïóñòü äàíà ðåø¼òêà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.
Òîãäà ëþáóþ ðàññòàíîâêó ñòðåëîê ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ ñ
ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíûõ õîäîâ, îáðàùàþùèõ ñòðåëêè
öèêëà âîêðóã îäíîé êëåòêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèþ âûñîòû h(x) íà êëåòêàõ ðåø¼ò-
êè. Ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êëåòêè ê äðóãîé h áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 1,
åñëè ìû ïåðåñåêàåì ñòðåëêó èäóùóþ ñëåâà íàïðàâî (îòíîñèòåëüíî õîäà
íàøåãî äâèæåíèÿ), è óìåíüøàòüñÿ íà 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ýòà ôóíê-
öèÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ò.ê. åñëè ìû ïðîéäåì ïî çàìêíóòîìó öèêëó
÷èñëî ñòðåëîê, âûõîäÿùèõ èç öèêëà, áóäåò ðàâíî ÷èñëó ñòðåëîê, âõîäÿ-
ùèõ â öèêë (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò ðîâíî
äâå ñòðåëêè è âûõîäèò ñòîëüêî æå, çíà÷èò âåðåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ: â
êàæäûé öèêë ¾âòåêàåò¿ ñòîëüêî æå ñòðåëîê ñêîëüêî è ¾âûòåêàåò¿). Íà
ãðàíèöå ïîëîæèì h(x) ðàâíîé 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàññòàíîâêó ñòðåëîê. Ïðèâåäåì å¼ ëîêàëü-
íûìè õîäàìè ê îäíîìó èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (îäíà ðàññòàíîâêà ñòðå-
ëîê ìåíüøå èëè ðàâíà äðóãîé, åñëè ôóíêöèÿ âûñîòû ïåðâîé ìåíüøå èëè
ðàâíà ôóíêöèè âûñîòû âòîðîé â êàæäîé êëåòêå). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ
âûñîòû ïîëó÷åííîé ðàñêðàñêè íå ñîäåðæèò ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè êëåòêà êëåòêà s � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî å¼ äîëæåí
áûë áû îáõîäèòü öèêë (ò.ê. âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ h(x) óáûâàåò), îáðàòèâ
íàïðàâëåíèå ýòîãî öèêëà ìû óìåíüøèì çíà÷åíèå h(s) íà 2 è íå èçìåíèì
çíà÷åíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ. Èòàê, íà ãðàíèöå h(x) ðàâíà 0, à âíóòðè îá-
ëàñòè h(x) íå èìååò ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, çíà÷èò âíóòðè h(x) ñòðîãî
îòðèöàòåëüíà. Îòñþäà, ñëåäóåò, ÷òî íà ãðàíèöå âñå ñòðåëêè îáðàùåíû
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Àíàëîãè÷íî, âíóòðè ñòðåëêè òàêæå îáðàçóþò êîí-
öåíòðè÷åñêèå öèêëû. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ðàññòàíîâêè
ñòðåëîê, ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè, îäèíàêîâûå.

×.ò.ä.
Òåïåðü ïåðåéäåì îò äâîéñòâåííîé ìîäåëè ê ìîäåëè çàìîùåíèÿ ôè-

ãóðàìè òåòðîìèíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàùåíèþ öèêëà ñîîòâåòñòâóåò
ñëåäóþùèé ëîêàëüíûé õîä:
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M2

Òàêèì îáðàçîì ýòîò õîä è äâà õîäà, ïî êîòîðûì ìû îòîæäåñòâèëè çàìî-
ùåíèÿ:

M1a M1b

îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ õîäîâ äëÿ çàìîùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ôè-
ãóðàìè òåòðîìèíî.

Èòàê, ãèïîòåçà Ïàêà äîêàçàíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ.
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