
elseif �i � xi+1 + �i �B
mi+1 over
ows, then

xi = �i � xi+1=B + �i �B
mi+1�1 (car e f ul l y!)

mi = mi+1 � 1

e l s e i f �i � xi+1 + �i �B
mi+1 u n de r 
 o ws , t h e n

xi = �i � xi+1 �B + �i �B
mi+1+1 ( c a r e f u l l y ! )

mi = mi+1 + 1

e n d i f

e n d f o r

Th e t r u e v a l u e s o f xi a r e go t t e n f r o m t h e c o mpu t e d xi a n d mi t h e s a me wa y di i s g o t t e n

f r o m~di a n d mi a s d e s c r i be d a b o v e : If s o me xi i s l e s s t h a n 1 i n ma g n i t u d e , mu l t i p l y i

B a n d e m a d d 1 t o mi, t h e n s u b t r a c t t h e l a r g e s t mi f r o m a l l o f t h e m s o t h e l a r g e s t i s n o

ze r o , a n d t h e n c h a n g e xi t o xiB
�mi .

I h a v e n o t d e b u g g e d t h i s p s e u d o c o d e , b u t I t h i n k i t i s b a s i c a l l y c o r

Al a n Ed e l ma n p o i n t s o u t t h a t t h e s e c a n a l l b e b l o c k e d i n s t r a i g t h f o
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6. Co mp u t e y = D2y2 f o r a l l i i n o n e p a r a l l e l o p e r a t i o n .

To p r o t e c t a g a i n s t o v e r /u n d e r 
 o w, o n e c a n mo d i f y t h i s s c h e me i n o

Th e e a s i e s t wa y i s t o c o mp u t e l o gfi ( a s s u me f o r t h e mo me n t a l l fi > 0) , t h e n l o gdi =Pi
j=1 l o gfi u s i n g a n a d d -s c a n , a n d �n a l l y l o gei = �l o gdi �l o gai+1 . Le t�d = ma xl o gdi

a n d �e = ma xl o gei. Re p l a c e l o gdi b y l o gdi� �d a n d r e p l a c e l o gei b y l o gei��e. Ex p o n e n t i a t e

t h e n e w l o gdi a n d l o gei t o g e t s c a l e d v a l u e s o f ei a n d di t h e l a r g e s t o f e a c h o f wh i c h i s 1

No w p e r f o r m s t e p s ( 4) t h r o u g h ( 6 ) o f t h e a b o v e a l g o r i t h m.

Th i s h a s t h e a d d e d c o s t o f a l o g a r i t h m a n d e x p o n e n t , a n d l o s e s a l i t t

o f t h e m t o o . Bu t i t wi l l n o t o v e r 
 o w a n d a l mo s t c e r t a i n l y n o t u n d e r

( Th e r e a r e o t h e r c h o i c e s o f �e a n d�d t h a t mi g h t b e ma r g i n a l l y s a f e r a g a i n s t u n d e r 
 o

s i g n s o f t h e fi c a n b e a c c u mu l a t e d a n d a p p l i e d wi t h a mu l t i p l y s c a n o p e r a t

o n l y �1 's .

A b e t t e r wa y t o p r o t e c t a g a i n s t o v e r 
 o w i s t o mo d i f y t h e mu l t i p l y -

f o l l o ws . I n s t e a d o f c o mp u t i n g di =
Qi

j=0 fi, o n e c o mp u t e s a~di a n d i n t e g e r mi s u c h t h a t
~di c a n n o t o v e r / u n d e r 
 o w, a n d di = ~diB

mi , wh e r e B i s a b i g p o we r o f t h e r a d i x n e a r t

o v e r 
 o w t h r e s h o l d . He r e i s a c o d e , wh i c h c a n o b v i o u s l y b e \s c a n n e d " f o~di a n d

mi:

~d0 = 1 ; m0 = 0

f o r j = 1 ; n

i f~di�1 � fi n e i t h e r o v e r 
 o ws n o r u n d e r 
 o ws t h e n
~di = ~di�1 � fi
mi = mi�1

e l s e i f~di�1 � fi wo u l d o v e r 
 o w t h e n
~di = ~di�1 � fi= B ( c o mp u t e d c a r e f u l l y ! )

mi = mi�1 + 1

e l s e i f~di�1 � fi wo u l d u n d e r 
 o w t h e n
~di = ~di�1 � fi �B ( c o mp u t e d c a r e f u l l y ! )

mi = mi�1 �1

e n d i f

e n d f o r

I f B i s c l o s e t o o v e r 
 o w, a t t h i s p o i n t o n e s h o u l d t a k e a l l~di l e s s t h a n 1 i n ma g n i t u d e ,

mu l t i p l y t h e mb y B a n d s u b t r a c t 1 f r o m t h e i r c o r r e s p o n d i n g mi. Wh e n t h e mi a r e a v a i l a b l e ,

t h e l a r g e s t o n e c a n b e s u b t r a c t e d f r o m a l l o f t h e m ( s o t h e l a r g e s t i

di = ~diB
mi c o mp u t e d wi t h o u t f e a r o f o v e r 
 o w.

Th e t h i r d a p p r o a c h i s t o r u n t h e r e c u r r e n c e xi = ( yi �b ixi+1 ) = ai � �ixi+1 + �i s e qu e n -

t i a l l y , s c a l i n g i f n e c e s s a r y a s o n e g o e s . Th e c o d e i s s i mi l a r i n i t s ui t o t h e

l a s t c o d e a b o v e :

~xn = �n; mn = 0

f o r i = n �1 d o wn t o 1

i f �i � xi+1 + �i �B
mi+1 n e i t h e r o v e r / u n d e r 
 o ws ,

xi = �i � xi+1 + �i �B
mi+1

mi = mi+1

7



3 Exploiting extra range

I f we h a v e e x t r a e x p o n e n t r a n g e a v a i l a b l e , we c a n g r e a t l y d i mi n i s h

s p e n t t e s t i n g a n d s c a l i n g . I f t h e d a t a i s i n I EEE s i n g l e p r e c i s i o n , t

( n o r ma l i z e d ! ) n u mb e r s c a n b e c o mp u t e d wi t h o u t o v e r / u n d e r 
 o w i n I EEE

a n d p r o d u c t s o f 1 28 i n I EEE e x t e n d e d . I f t h e d a t a i s I EEE d o u b l e t h e n p

b e c o mp u t e d i n I EEE e x t e n d e d . Th u s , a n y s c a l i n g t e s t s wo u l d o n l y h a v

8 , 1 6 o r 1 2 8 p r o d u c t s .

4 Extensions

Of c o u r s e , i t wo u l d b e n i c e i f t h e u s e r c o u l d s u p p l y h i s o r h e r o wn d a t

t i v e o p e r a t o r , a n d h a v e t h e s y s t e m p e r f o r m p a r a l l e l p r e � x . Gi v e n t h e

h a n d l i n g a s d e s c r i b e d a b o v e , i t wo u l d b e n i c e t o h a v e t h e s e b a s i c 
 o a

b e d o n e a u t o ma t i c a l l y , r a t h e r t h a n e x p e c t i n g t h e u s e r t o h a n d l e t h e m

Appendix: Comments onInverse IterationontheCM-2 1

Th e t a s k a t h a n d i s t o s o l v e Bx = y wh e r e B i s a n n b y n u p p e r b i d i a g o n

x a n d y a r e n - v e c t o r s . L e t a1; . . .; an b e t h e d i a g o n a l e n t r i e s o f B a n d �b1; . . .; �bn�1 b e

t h e s u p e r d i a g o n a l e n t r i e s . Th e u s u a l r e c u r r e n c e i s xi = ( yi �b ixi+1 ) = ai �� ixi+1 + �i,

f o r i = n d o wn t o i = 1 , wi t h bn �0 a n d xn+1 �0 . I c a n t h i n k o f t h r e e wa y s t o s o l v e

t h i s , wi t h v a r i o u s k i n d s o f i mmu n i t y a g a i n s t o v e r 
 o w. I h a v e n o t a n a l

a l l t h e s e ( t h e y a r e n o t a l l e q u i v a l e n t t o e v a l u a t i n g t h e r e c u r r e n c e

n e a r l y p e r f e c t b a c k wa r d e r r o r ) , b u t I d o n ' t s e e a n y o b v i o u s d a n g e r s

t h e s c a n o p e r a t i o n t o t h e e x t e n t p o s s i b l e , a s s u mi n g o n l y s c a n s f o r 



 o a t i n g - p o i n t mu l t i p l y ( a l t h o u g h t h e b e s t s o l u t i o n wo u l d i n v o l v e m

s c a n ) .

Th e � r s t t wo , a n d mo s t p a r a l l e l , me t h o d s i n v o l v e t h e f o l l o wi n g f a c1 �

B �D2, wh e r e D1 a n d D2 a r e d i a g o n a l , a n d E i s b i d i a g o n a l wi t h 1 o n t h e d i a g o n a

D2 = d i a g( d0; . . .; dn�1 ) i s g i v e n b y d0 = 1 , a n d di =
Qi

j=1 ( aj= bj) . D1 = d i a g ( e0; . . .; en�1 )

i s g i v e n b y ei = 1 = ( diai+1 ) . On e c a n a l s o v e r i f y E�1 i s u p p e r t r i a n g u l a r wi t h a l l o n e s o

a n d a b o v e t h e d i a g o n a l . Th u s , c o mp u t i n g y = B�1x = D2E
�1D1x i n v o l v e s t h e f o l l o wi n g :

1 . Co mp u t e f0 = 1 , fi = ai= bi f o r a l l i i n o n e p a r a l l e l s t e p .

2 . Co mp u t e di =
Qi

j=0 fi f o r a l l i u s i n g a mu l t i p l y - s c a n o p e r a t i o n .

3. Co mp u t e e0 = 1 , ei = 1 = ( diai+1 ) f o r a l l i i n t wo p a r a l l e l s t e p s .

4 . Co mp u t e y1 = D1x f o r a l l i i n o n e p a r a l l e l o p e r a t i o n .

5. Co mp u t e y2 = E�1y1 f o r a l l i u s i n g a n a d d - s c a n o p e r a t i o n ( wh i c h i s a l l

b y E�1 i s ) .

1These are some early notes written for J.-P. Brunet.
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Additi on/Subt ract i on: comput e z � rk = ( x � rn) �( y � rm) . St at ement s i n braces are un-

necessary on machi nes t hat ret urned wrapped result s on over/under
ow. It assumes t here

are st i cky over
ow and under
ow 
ags as i n IEEE ari t hmet i c. Mul t i pl i cat i ons and di vi -

si ons by r can be done by modi fyi ng t he exponent di rect l y. I t assumes round t o nearest

mode and 
ush t o zero under
ow (i . e. n o t gradual under
ow), al t hough t he changes t o

account f or ot her assumpt i ons are si mpl e. Besi des r t he machi ne const ant t = under-


ow t hreshol d/machi neepsi l on wi l l be used. I have arranged t he \i f " t est s i n decreasi ng

order of l i kel i hood of t hei r bei ng execut ed.

i f ( m= n ) t h e n

z = x �y

k = m

i f ( o v e r 
 o w) t h e n

fz = ( x = r ) �( y = r ) g

k = k + 1

e l s e i f ( u n d e r 
 o w) t h e n

fz = ( x � r ) �( y � r ) g

k = k �1

e n d i f

e l s e i f ( m= n �1 ) t h e n

z = x �( y = r ) / * n o o v e r 
 o w p o s s i b l e i f r o u n d t o n e a r e s t * /

k = n

i f 0 < jz j < t t h e n

z = ( x � r ) �y

k = m

e n d i f

e l s e i f ( m= n + 1 ) t h e n

z = y �( x = r ) / * n o o v e r 
 o w p o s s i b l e i f r o u n d t o n e a r e s t * /

k = m

i f 0 < jz j < t t h e n

z = ( y � r ) �x

k = n

e n d i f

e l s e i f ( m< n �1 ) t h e n

z = x

k = n

e l s e i f ( n < m�1 ) t h e n

z = y

k = m

e n d i f

I t wo u l d b e i n t e r e s t i n g t o b e n c h ma r k t h i s p a r a l l e l p r e � x o p e r a t i o n b

t h e p r o t e c t i o n a g a i n s t o v e r / u n d e r 
 o w I p r o p o s e h e r e , t o s e e h o w mu c h t

u s .
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Sa f e L i mi t s f o r Ex p o n e n t i a t i o n

I EEE S i n g l e r = 2 r = 2192

f = 2128 b = 1 6 2 5 5 4 91 5 0

b = 3 2 1 :6 7 � 1 07 3 : 2 2 � 1 09

f = 2�126 b = 1 6 2 6 0 4 9 9 3 0

b = 3 2 1 : 7 0 � 1 07 3 : 2 7 � 1 09

f = 2�149 b = 1 6 2 1 9 4 2 2 2 3

b = 3 2 1 : 4 4 � 1 07 2 : 7 6 � 1 09

I EEE Do u b l e r = 2 r = 21536

f = 21024 b = 1 6 3 1 4 9 1 5 0

b = 3 2 2 : 0 9 � 1 06 3 : 2 2 � 1 09

f = 2�1022 b = 1 6 3 2 4 9 2 4 6

b = 3 2 2 : 1 0 � 1 06 3 : 2 2 � 1 09

f = 2�1074 b = 1 6 3 0 4 6 7 7 5

b = 3 2 1 : 9 9 � 1 06 3 : 0 6 � 1 09

>Fr o m t h i s t a b l e , we s e e t h e l i mi t i n g c a s e i s t a k i n g p o we r o f t h e s

n u mb e r . Wh e n b = 1 6 we mu s t c l e a r l y t a k e t h e l a r g e r o f t h e t wo r v a l u e s t

l a r g e s a f e e x p o n e n t , a n d e v e n t h e n i t i s l e s s t h a n 5 0 0 0 0 . Ch o o s i n g b

r e a s o n a b l e . S h o u l d we c h o o s e r = 1 o r l a r g e r r ? I b e l i e v e t h e l a r g e r r

b e c a u s e o f t h e l a r g e r p a r a l l e l p r e � x o p e r a t i o n s i t a l l o ws , a n d b e c a u s

t o i mp l e me n t , s i n c e t h e r e p r e s e n t a t i o n o f a n u mb e r i s a l mo s t u n i q u e :

wa y s t o s t o r e a n o n z e r o n u mb e r i n t h e f o r m f � rn.

I n o r d e r t o i mp l e me n t o u r t wo o p e r a t i o n s i t s u �c e s t o e x p l a i n h o w t

mu l t i p l i c a t i o n o f n u mb e r s i n t h i s s c a l e d f o r ma t .

Mul t i pl i cat i on: comput e z � rk = ( x � rn) � ( y � rm) . St at ement s i n braces are unnecessary

on machi nes t hat ret urned wrapped resul t s on over/under
ow. It assumes t here are st i cky

over
ow and under
ow 
ags as i n IEEE ari t hmet i c. Mul t i pl i cat i ons and di vi si ons byr

can be done by modi f yi ng t he exponent di rect l y.

z = x � y

k = m+ n

i f ( o v e r 
 o w) t h e n

fz = ( x = r) � ( y =r) g

k = k + 1

e l s e i f ( u n d e r 
 o w) t h e n

fz = ( x � r) � ( y �r) g

k = k �1

e n d i f
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r e c u r r e n c e s a r e e n o u g h t o d o 2 t e r m r e c u r r e n c e s ) . At t h i s t i me , h o we

a n y e v i d e n c e t h a t we f r e q u e n t l y n e e d t o s o l v e 3 o r mo r e t e r m r e c u r r e n c

Th i s l e a d s u s t o p r o p o s e t h e f o l l o wi n g b u i l d i n g b l o c k s f o r p a r a l l e

1 . S c a l a r mu l t i p l y p a r a l l e l p r e � x wi t h s c a l i n g t o a v o i d o v e r / u n d e r 


2 . 2 b y 2 ma t r i x mu l t i p l y p a r a l l e l p r e � x wi t h s c a l i n g t o a v o i d o v e r / u

2 Speci cations for arallel re x

Ba s i c a l l y , e a c h 
 o a t i n g p o i n t n u mb e r xi wi l l b e r e p l a c e d b y a p a i r ( fi; ni) , wh e r e fi i s a


 o a t i n g p o i n t n u mb e r a n d ni a n i n t e g e r , wi t h t h e p a i r r e p r e s e n t i n g fi � r
ni , r a n i n t e g e r

p o we r o f 2 . Th e � r s t p r o b l e m i s t o c h o o s e r a n d t h e n u mb e r o f b i t s t o s t oi s o a s t o a l l o w

f o r e a s y i mp l e me n t a t i o n a n d t h e a b i l i t y t o d o v e r y l a r g e p a r a l l e l p r e

f e a r o f o v e r / u n d e r 
 o w. S o g i v e n r , t h e n u mb e r o f b i t s b i n wh i c h t o si a s a s i g n e d

i n t e g e r , a n d t h e l a r g e s t a n d s ma l l e s t p o s i t i v e p o s s i b l e v a l u e s o f a 


wi l l a s k h o w h i g h a p o we r o f t h e l a r g e s t a n d s ma l l e s t 
 o a t i n g p o i n t n u

wi t h o u t o v e r / u n d e r 
 o w i n t h e f o r m fi � r
ni .

We wi l l o n l y c o n s i d e r I EEE s i n g l e a n d d o u b l e p r e c i s i o n f o r ma t s . Th e

n u mb e r s a r e g i v e n i n t h e f o l l o wi n g t a b l e :

I EEE S i n g l eI EEE Do u b l e

Ap p r o x i ma t e o v e r 
 o w t h r e s h o l d2128 21024

Un d e r 
 o w t h r e s h o l d2�126 2�1022

S ma l l e s t s u b n o r ma l n u mb e r2�149 2�1074

Re a s o n a b l e v a l u e s f o r r a r e 2 , 2192 f o r I EEE s i n g l e p r e c i s i o n , a n d 21536 f o r I EEE d o u b l e

p r e c i s i o n . Th e s o u r c e f o r t h e s e l a s t t wo v a l u e s i s t h e wr a p p e d e x p o n

a r i t h me t i c : I f o v e r 
 o w i s t r a p p e d , t h e 
 o a t i n g p o i n t u n i t i s s u p p o s

a n s we r t i me s 2�192 i n s i n g l e p r e c i s i o n a n d t h e t r u e a n s we r t i me s 2�1536 i n d o u b l e p r e c i s i o n .

S i mi l a r y , i f u n d e r 
 o w i s t r a p p e d t h e v a l u e r e t u r n e d i s s u p p o s e d t o b192 o r 21536

t i me s t h e t r u e v a l u e .

Re a s o n a b l e v a l u e s f o r b , t h e n u mb e r o f b i t s i n wh i c h t o s t o r e ni, a r e 1 6 a n d 3 2 .

Th e f o l l o wi n g t a b l e e n u me r a t e s t h e a p p r o x i ma t e h i g h e s t p o we r s t o wh

n u mb e r f c a n b e s a f e l y r a i s e d u s i n g t h e s c a l e d f o r ma t a s a f u n c t i o n o f
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S o we n e e d t o c o mp u t e N = Pa r Pr e � x( ; �) , wh e r e e a c hi i s a 2 b y 2 ma t r i x , a n d � i s

ma t r i x mu l t i p l y . Al t e r n a t i v e l y , we c o u l d u s e t h e f o l l o wi n g , e q u i v a l

f = Pa r Pr e � x( �; �)

g = �= f ( c o mp o n e n t wi s e v e c t o r d i v i s i o n )

h = Pa r Pr e � x( g ; +)

x = h � f ( c o mp o n e n t wi s e v e c t o r mu l t i p l i c a t i o n )

Un f o r t u n a t e l y , t h i s i s v e r y n o n r o b u s t b e c a u s e f f r e q u e n t l y o v e r

Ev e n i n I EEE d o u b l e p r e c i s i o n , wi t h a r a n g e o f 1 0�308, i t d o e s n o t t a k e ma n y c o n s e c u t i v e


 o a t i n g p o i n t mu l t i p l i e s t o g e t a n u mb e r o u t o f r a n g e . Th i s c a n b e p a r t

l o g a r i t h ms o f t h e �i a n d d o i n g a Pa r Pr e � x( l o g� ; +) o p e r a t i o n , b u t t h i s i s n o t a s a t i s f

s o l u t i o n b e c a u s e i t i s s l o we r a n d l e s s a c c u r a t e ( s e e t h e a p p e n d i x ) .

L e t T b e a n n b y n s y mme t r i c t r i d i a g o n a l ma t r i x wi t h d i a g o n a l e n t r i1; . . .; an a n d

o � d i a g o n a l e n t r i e s b1; . . .; bn�1 . I n o r d e r t o � n d i t s e i g e n v a l u e s , we n e e d t o s o l v

t e r m r e c u r r e n c e

wi = ( ai ��) w i�1 �b
2
i�1wi�2 : ( 2 )

( Th e n u mb e r o f s i g n c h a n g e s i n t h e s e q u e n c e o f wi' s e q u a l s t h e n u mb e r o f e i g e n v a l u e s o f
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S o we n e e d t o c o mp u t e = Pa r Pr e � x( P; �) , a g a i n a 2 b y 2 ma t r i x mu l t i p l y p a r a l l e l

Th i s r e c u r r e n c e s u � e r s f r o m t h e s a me s e n s i t i v i t y t o o v e r / u n d e r 
 o

wi i s t h e d e t e r mi n a n t o f t h e l e a d i n g i b y i s u b ma t r i x o f T �� I , a n d s o
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t h e r e i s n o k n o wn wa y t o e x p r e s s i t s s o l u t i o n u s i n g s c a l a r mu l t i p l y

p a r a l l e l p r e � x a s b u i l d i n g b l o c k s . I n f a c t , we s t r o n g l y s u s p e c t t h

e x i s t s , a l t h o u g h we l a c k a s y e t a f o r ma l p r o o f .

Fu r t h e r mo r e , t h e r e i s a t h e o r e m b y H. T. Ku n g wh i c h s a y s t h a t i f xi = fi( xi�1) i s a

r e c u r r e n c e r e l a t i o n wh e r e xi i s a s c a l a r a n fi i s a r a t i o n a l f u n c t i o n , t h e n x = [x1; . . .xn]

c a n b e e v a l u a t e d i n f a s t e r t h a n 
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ma t r i x mu l t i p l y p a r a l l e l p r e � x . I t t u r n s o u t t h a t t h e o n l y p a r a l l e l ii a r e o f t h e f o r m
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Th u s , 2 b y 2 ma t r i x mu l t i p l y p a r a l l e l p r e � x i s s u �c i e n t ( a n d we b e l

p a r a l l e l i z e a l l p a r a l l e l i z a b l e s c a l a r r e c u r r e n c e r e l a t i o n s . On t h e

i t i s a d e q u a t e f o r 3 o r mo r e t e r m r e c u r r e n c e s ( f o r t h e s a me r e a s o n I d
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Motivation

Ou r n o t a t i o n f o r p a r a l l e l p r e � x wi l l b e a s f o l l o ws . L e t r = [ r1; . . .; rn] a n d = [1; . . .; n]

d e n o t e n v e c t o r s o f d a t a o b j e c t s , wh i c h c o u l d b e s c a l a r s o r mo r e c o mp

b e a n a s s o c i a t i v e o p e r a t o r d e � n e d o n t h e s e o b j e c t . Th e n = Pa r Pr e � x( r ; ) c o mp u t e s

i = r1 � � � ri :

Th e mo s t b a s i c n u me r i c a l p a r a l l e l p r e � x o p e r a t i o n s o n e c o u l d s u p p o r ti a n d

yi, a n d b e i n g 
 o a t i n g p o i n t a d d i t i o n o r 
 o a t i n g p o i n t mu l t i p l i c a t i


 o a t i n g p o i n t o p e r a t i o n s a r e n o t t r u l y a s s o c i a t i v e , a n d t h e i mp a c t o

n u me r i c a l a n a l y s i s we wi l l n o t p u r s u e h e r e .

L e t B b e a n n b y n b i d i a g o n a l ma t r i x wi t h d i a g o n a l e n t r i e s1; . . .; n a n d s u b d i a g o -

n a l e n t r i e s e1; . . .; en�1 . To s o l v e t h e l i n e a r s y s t e m Bx = y , we n e e d t o s o l v e t

r e c u r r e n c e
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Th i s ma y b e d o n e i n t wo ma t h e ma t i c a l l y e q u i v a l e n t wa y s u s i n g p a r a l l e

we h a v e
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