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Sur la distribution des nombres entiers
ayant une quantité fixée de facteurs premiers

par

Jean Louis Nicoras (Limoges)

L. Introduction. Désignons par Q(n) = ¥

PaHr

comptés avec leur multiplicité. On définit:
Aok =ingx Q) =k,
N (x, k) = Card. I '(x, k),
Sl k)= n<x Q) >k
Six, k) = Card «(x, k).

Dans tout cet article on écrira { 4 la place de loglogx.

En 1900, .E,. Landau a démontré comme corollaire du théoréme des
nombres premiers que, pour k fixé,

a le nombre de diviseurs de n

)

x (loglogx)*~? x 1
logx (k—=1)!  logx(k—1)!

(cf. |;7], § 56). Cette formule avait é&té conjecturée par Gauss (cf. [2], Intro-
duction). En 1917, Hardy et Ramanujan dans leur célébre mémoire +The
normal number of prime factors of a number #” ont donné une majoration
de N(x, k) (cf. [12]).

Soit ¥ la fonction définie pour iz| < 2, par

N(x, k) ~

) 1
F(z) = ‘f:(;]—}];[(l —1/p; (1 ~z/p)™"

ol p pe}rcourt ']‘ensemble des nombres premiers. En 1953, L. G. Sathe (cf.
[13]) démontrait que, pour k < (2—¢)!, on a: :
Pty
(k=1)Togx
étendant ainsi un résultat de P. Erdss qui. avait considéré le cas k-1

= 0(/); (L [3D). . .

N(x, k) ~ F(k/l)
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A la suite de Tarticle de L. G. Sathe, A. Selberg démontrait la formule
(cf. [14]):

(1) 5290 = xoF (z)(log xF

n&x

+O(x(logx)** ") ol x=2,
et ou le ,,0" est uniforme dans tout disque |z € R avec R < 2

La formule (1) permettait & A. Selberg de retrouver le résultat de L. G.
Sathe, et de préciser e comportement de N (x, k) forsque (2—~e} < k < Bl 1]
signale notamment que:

N(x, k)~ C(xlog x)/2*

pour {(2+e)l < k< Bl, ol B est un nombre réel arbitraire,
" La formule (1) a &¢ généralisée de plusieurs fagons par H. Delange
(cf. (1]

En 1978, G. Kolesnik et E. G, Strauss, ont donné (cf. [6]) une estima-
tion asymptotique de Ni{x, &) sous la forme d'une somme double, mais dont
les termes sont difficilement comparables. P. Erdos et A. Sdrkozy ont démontré

dans [5]:

S(x, k) = O((xlog x} k*/2¥)
uniformément pour tout x et k. Et K. Norton (cf. [10]) a démontré:
S(x, k) = O((xlog x)\/1/2%)

et annoncé que lordre de grandeur de S(x, k) Stait x(logx)2™* pour
Ik {l1—¢)(logx)log2 et x assez grand,
Nous démontrerons:

THEOREME. Soit B> 2. Il exisie b, 0 < b < 1 tel que Fon ait uniformément
pour x =3 er Bl <k < (log x)/log2:

(2) , N{x, k) = C(x/25Tog(x/2% + O (/2" log" (3x/2)

arvec

C =(1/4) [T (1+1/(p{p=2))) = 0,378694.
n=2
Dans un exposé au colloque d'Orsay (juin 1982) en Thonneur de H.
Delange (cf. [81), une estimation de N (x, k) donnant le méme terme principal
que (2), mais avec un reste moins bon, avait ¢té présentée. La démonstration
reposait sur la formule:

. I
(3) N(x k=S N'(x/25", m)
: s m=Q
= Card {n < p, n impair, Q(n) =m].

ou N'(y, m)

icm
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La formule (3) s’obtient en regroupant les ne. '(x, k) qui sont divisibles
exactement par la méme puissance de 2.

On évalue ensuite N'(y, m) grice 4 une extension de la formule de
Selberg (cf. [1]), qui permet d’évaluer Y z™". On remarque enfin que

' nsx

n=lmod2
dans la sommation de la formule (3) les termes les plus importants sont ceux

pour lesquels m est voisin de 2I; en quelque sorte, 'élément normal de
f(x,.k), lorsque k = (24¢)1, s’éerit n = 2% avec n' impair et Q{x) ~ 2/.

La démonstration que nous allons donner de la formule (2) est due 4 G.
Halisz. Cette démonstration est plus simple, elle est élémentaire, c'est-i-dire
qu'elle n'utilise pas de variables complexes, et surtout elle donne un meilleur
reste. Je remercie trés vivement G. Haldsz de me permettre de la reproduire
ici,

Lidée de base est d'écrire n=2%m, m lmpalr On a alors Q(n)
=o+0Q(m) et on en déduir:

4 Nx, k= Y 1=T-T,
il
om<sk
avee

=0 et Q= ¥ 1,
i

QZ Y, k) Z 1
frt fnpaie
yim) sy
Xm) >k

T,=0(x2) et

ol on a posé, pour simplifier Pécriture (n) = m2™~ M,

La fonction i est complétement multiplicative, et tend vers + oo sur les
nombres impairs. Le théoréme résultera de (4), d’'une estimation de @, (y) et
d'une majoration de Q,(y, k).

2. Quelques lemmes.

Lemme 1. Soit r > 0. Soit y(m) =m2™ ™. On a:

Ulr, x) = Z' rm fogfr (m) = Z' pemb N r*log (p/2)
wimEx Pr{m) € x Bk
ped
(P2 S 2fp{m)

on laccent indigue que Ton somme uniquement sur les nombres impairs.
Démonstration. Par analogie avec la fonction de Von Mangoldt,

définissons la fonction A{n) par:

log(p/2) sin=p,

Al = , , .
() 10 sl n n'est pas une puissance de nombre premier.
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On a alors
logiy(m) = Y A(m/d)
dim
el
U, xi= Y r2% Amfd).
wimEx dlw

Lorsque d divise m, si m est impair, d Pest aussi et i (d)

U, x)= 5 - Y ™ (m/d)
WY Exp(m €x
dim

= Z' PEch Z’

Wi g% W'y S mppr(dy

</ (m); on a donc:

F ()

et comme A{d’) est non nul seulement lorsque 4 est une puissance d'un
nombre premier s 2, cela achéve la démonstration du lemme.

LemMe 2. Soit r un nombre réel tel que 1<
= Y log(p/2). Alors on a:

pPEx

V(X) — Z rk!'}xtle/k) . rU’(ZY)+O((log x)xmux(l,llJugF/Ing(Ii/ZH)_

ke 1

Démonstration. Soit 8{x)= Y logp la {onction usuelle de Cheby-

pEax
shev. On a; M(x) < 0(x) = O(x); on en déduit:
lagxflog(3/ 2}

Vix}=ré'(2x)+

logxflop(3f 2y
PORXY) = (20)+0( Y '),

k=2 : k=2
< log x/log (3/2)

rkxlfk _\(: max (rz xljz’ (3/2) xlogr,’log(3/2))_

Or r*x'* é&tant convexe en k, on a, pour 2 < k

 LemME 3. On a:

2!}(m) C
(%) Z ~H;- = e log x40 (log x)
ma&x
ef .
. ’ { c
6 - V‘Zg W} : ~;)-log x+0(logxloglog x)
(my€ x -

ot C est la constante définie dans le théoréme, v (m)
indique que Ton somme sur les nombres impairs.

Demonstratlon Soit () =31, et x(n) la fonction caractéristique
. dln

= m2" M et Paccent

r<3/2. Soir 8(x)

icm
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des nombres impairs. Avec la convolution des fonctions arithmétiques, on
définit la fonction ) par:

2 () 299 = (v xh) ().

La série de Dirichlet associée

({1t ) (1L
7 nzg 1 B pl;Ia 1+I72S—2P5)) : 2

est convergente pour Res > 1/2.

Enfin, de la formule classique: S t(m =xlogx+0(x) on déduit

n€x
factlement:

nEx

Omn a alors:

, 20 PG 1
m<x M _néxX(n) G _ns;ci’ldln ( T(”/Cl‘}
h h(d
h{d (_) = e —{d’)
dzs:x ( n%." d d=x d dszxﬂdd (
|
= lh(d)( % ( z
i<x2 d log d+0 logd
IR PP IS NP IO logd
_Elog xdgl d 210g ld>x d );sz
h(d hid) loed
+o(z LAC/PIE +O(logxz _(_l)w(z M)_
d€x d i d =, P

Le premier terme de cette somme est d’aprés (7) avec s = 1, (C/2)log?x.
Tous les autres sont O(logx) en tenant compte du fait que les séries

2
Zh(d);g d et Zh(d) l?g d convergent et que
[£
hid) _ | ( i )
Al _.__1 )
d% d grdzx log x

Cela démontre (5). Pour la démonstration de (6), on a d’abord la minoration
évidente, puisque r(m) < m:
1 L, 25

1 p , C i
' =y = = —log* x+0(log x).
l,lt(m)ﬁxw('n) »éxw(”” mziix it 2

(8)
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Pour obtenir une majoration, on considére d’abord la somme, ou « est un
paramétre:
| 1 . (4/3)Hm

<
2{4-/3
g((m;-:\ xI i// (”T) (10g X)MOEM./ ! yrim) € x Il/ (."Yl)
myE

1 1
T e
(log ‘X)alug(zl-ﬂ] 2<pg2x 1— 8/(31))

1 ( 1L\
s 1L ()

& (log X)S/B ~alog(4/3) 0(1)

<

si Ton choisit @ = 8/(3 log(4/3)).
On en déduit

1 P | /

§— ——+0(1) € o(1)
W(%Sx l# (m) sqg((m)) <x’ l}J (f’l’! m & x(lopx}HoB2 I(II (m)
puisque ¥ (m) < x et Q(m) < ol entrainent m < x(log x)*¥2, A laide de (5) on
conclut:
JR < -C— g?(x (log x)82) 4 O (log x)
Wi Ex ¢ (m) 2

ce qui, avec (8) achéve la démonstration de (6).

LemME 4. Soit r un nombre réel, 1 < v <3/2. On a pour tout x =1

Y ™ = 0{x(log 3x)* Y

wimsx

ot Faccent indique que lon somme sur les nombres impairs, et y (m) = m2~ fom)

Démonstration. On commence par majorer la quantité:

Ugr,x)= 3"

vim) £ x

r Jog i (m).

‘ Par le lemme 1, on a:
U, )= Y r“’(’"’( oo (2(xpy (m)“")));
. Ymy s x k21
. et par le lemme 2,

U(r,x)<€ Y r®™g (2x/y (m).

yimEx

icm
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On a ensuite, en utilisant la majoration de Chebyshev:
Xm) 1

-kprI_zr/p

U, x)<€x Y
< 2 B

1 2r s
<x[] (m) = O(x(logx)™")

pEX

en utilisant la formule de Mertens.
Il vient ensuife, pour x> 1:

; *dlU(r, x)] Ur,x) = U@, t)dt
G = = 01 . ;
./;(mZ)Sx a.fi- logt W+ log x +3',-‘2 rlog*t

= 1+0{x(logx) 1) = O(x(log 3x)*" ).

LEMME 5. On a:

3 1= Cxlogx+0(xloglog3x)

Pimysx

avee W {(m) = m2™ ™ accent signifie que Ton somme sur les nombres impairs.
Démonstration. On a d'abord, par les lemmes 1 et 2, avec r = 1:

Y% 020 ()

pimExksl

Ui, x)= Y%

Wim) Sx

- 2 e T eNaT))

et en utilisant le théoréme des nombres premiers sous la forme:

8(y) = y+0(1/log{2+))

L, on obtient:

logy (m) =

valable pour tout y =

0'(y) =800~ log2),
psy
ce qui entraine:
, 1

(9) U(l, x)=2x 3 +O{R( X))

.,!:(m)<x“’(
avec

. | |
R(x)= Y

grimysx ‘l’ (m) lOg (2+ X/lfl (m)) ’
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Si I'on pose A(x) = E' 10 (m), on a daprés le lemme 4 avec r =1, A(x}
wimsx
=0(xlog3x) et

_ o dram
Rix) = - tlog(2+ x/1)'

Ax) A0 (log(2-+x/1)— x/(2t + X))

xlog3 12 log?(2+x/1) d.

R(x} =

Or on a toujours, pour u =1, log(2-+u)—uf2+u) = 0. Par constquent,
A(x)

R(x) =220 40
(0 =iogs HOU )
avec:
A
100 = ! log (2+x/1) d
11 vient ensuite,
X ) 2+x/2 du
log 3x) log 3: —
T{x) < (log3x jrlog(2+ x/t) = XI0B2X 3., {u—-2logu
<axlogdn |~ < 3x(log3xn loglog3
5 ; —— .
x log3x 3f Zioz x(log3x)loglog3x

La relation (9) devient alors, compte tenu du lemme 3:

U(l, x) = Cxlog? x+ O(x{log 3x)loglog 3x).

On conclut en remarquant que:

, *dLUd, 4] Ul,x 5ud,und
=14+ | o= Q1)+ ’ )
w(gﬁx 3/':[" logt M Jogx  ap tlog?t

3. Démonstration du théeréme. En reprenant les notations de (4), le
lemme 5 nous donne:

(10) T, = CZ" (log k+0(log log3 2&))

On a ensuite, pour un r fixé 1 <r <3/2:

Q0 k= 3 1<rt T = 0(p(log 3t he)
’ff}(mﬁ yim sy
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par le lemme 4 et en tenant compte de 'hypothése k = Bl et de y € x
On considére alors 3 cas:

1, B <3. On choisit r = B/2. On a alors:
T, = 0(x2 " *(log3x274P)
avec b= B(l+log2)—1—~BlogB. :
2. 3 < B < 2/log(3/2). On choisit r = 3—¢ avec ¢ > 0. On a alors:
' T, = O(x2 *(log 3x2
pour n'importe quel & > 2— Blog(3/2).

3. B> 2/log(3/2) = 4,93... On choisit r =3 —¢, mais alors T, est négli-
geable devant le reste de (10} et on a:

N(x, k) = Cx27*{log(x2™ % + 0 (loglog (3x274)).

N'importe quel 6 > 0 convient alors dans le théoréme.

Remarques. Il est possible par des méthodes analytiques d'obtenir
pour T, un développement asymptotique plus long que (10), et de méme
d’obtenir un équivalent de T,. Mais malbeureusement la méthode ci-dessus,
qui convient pour la fonction €(n) complétement additive, ne s'adapte pas
par exemple & la fonction o(n)=7 1. Pour cette fonction, les meilleurs

pin
résultats actuellement connus sont [4], [10] et [11].
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Zur diophantischen Approximation
von zwei reellen Zahlen
von

Perer TuurnHeer (Ziirich)

I. Einleitung, Resultat. Nach einem Satz von Dirichlet existieren zu
gegebenen reellen Zahlen o, f unendlich viele, vom Ursprung verschiedene
Gitterpunkte x = (a, b}, fiir die gilt

o+ Bl < (2372,

wobei ||-|| den Abstand von der néchsten ganzen Zaht bezeichnet und {x}:
=max(jal, |b]) ist. Im folgenden wird ein analoges Resuliat bewiesen, wobei -
aber die Wahl der Gitterpunkte x eingeschrénkt wird auf gewisse Teilgebiete
von R

Sei R?:=!y| vw={(&,,¢&,)). Fiir nicht negative ¢, 1 setzt man
Bol0. ) =10l & <1&14 v ol 18] <l
Es bezeichne @(g, 1) das Bild von @,{g, T) unter einer beliebig vorgege-

benen, reguliren linearen Transformation. Im weitern seien ¢y, €3, - -
positive Schranken, die héchstens von z, B und &{g, r) abhingen.

Satz. Sei o> 1, 120 und 1 <r<r<2, wobei gelte
(1 (1—‘!:)fg(tzr—trmt—r—1)+t2}+(1-—Q)(tz—l)-.<_0.

Zu gegebenen reellen Zahlen =, § existieren dann unendlich viele Girrer-
punkte x ={a, h) mit enmweder :

(2) tedlo, 0) und lea*+phl < (277,
oder
(3 Coxed{l, 1) und |lea+pbl Sc 27

Die im folgenden Korollar angegebenen Spezialfille erhdlt man aus
dem Satz. wenn man wihlt ¢ =7/4, 1 =0, r=t=12, bezichungsweise 1 <
o< 4, t=(T—4dg)fd—g), r=1t= 2, beziehungsweise 1 <@ <7/4, 1= 0,
r=t=s(p), wobei s(g) die grosste reelle Nullstelle des Polynoms



