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AQTA ARITHMETICA
XLII (1982)

Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe von Quadraten
von

Frawz HaLtEr-KocH (Graz)

Die Sitze iiber die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Summe
von Quadraten gehoren zu den schonsten und alfesten Resultaten der
elementaren Zahlentheorie (siche [3]). In der vorliegenden Arbeit unter-
suche ich die Darstellbarkeit natiivlicher Zahlen als Summe von

(a) positiven Quadraten;

(b} verschiedenen Quadraten;

{¢) verschiedenen positiven Quadraten.

TRinzelresultate zu diesen Themenkreisen sind seit langermn bekannt, ich
werde aber der Vollstindigkeit halber alle Ergebnisse formulieren. Die
Beweismethoden sind elementar und anch auf die Darstellung natiirlicher
Zahlen durch andere quadratische Formen anwendbar; ich werde das
an zwei Beispielen demonstrieren. AbschlieBend diskutiere ich einige
asymptotische Resultate im Anschluf an die Ergebnisze von Malyshev,
welchen gsich die angegebenen expliziten Resultate der Struktur nach
unterordnen.

1. Summen vom drei Quadraten. Bekanntlich ist eine natiirliche
Zahl genau dann Summe von drei Quadraten, wenn sie nicht von der
Form 4% mit # == 7 mod 8§ ist. Das Problem der Darstellung natiirlicher
Zahlen als Summe von drei positiven Quadraten wurde efiwa gleichzeitig
von verschiedenen Auntoren behandelt ([22], [18], [8], [T], [1]). Ich schliefe
hier an die Untersichungen von A. Schinzel [22] an, der auch die Dar-
stellung als Summe von drei verschiedenen Quadraten untersuehie. Sei

k]
r.{n) die Anzahl der (e, ..., a,) € Z° mit (¢,,...,4,) =1 und » =2a§;
dann gilt: =t
ry(n) = {0, falls 4|n oder pln fir eine Primzahl p = 3 mod 4,
2 2¢+%  sonst;
0, falls # = 0,4, 7 mod8§,
73(n) =4 32" 2 he(—4n), fallsn =1,2,56mod8, n =1,
3261 (—m),  falls » =3 mod 8, n # 3;
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dabei ist g = u(n) die Anzahl der ungeraden Primteiler von # und
ol —DY (D >0, D =0 oder 3 mod 4) die Anzahl der Klassen primitiver
positiv definiter bindrer quadratischer Formen der Diskrimimante —D
im Hauptgeschlecht. Bezeichnet man mit A{ —D) die Anzahl aller Klassen
primitiver positiv definiter bindrer quadratischer Formen der Digkrimi-
nante I, so gilt die Dirichlet’sche Klassenzahlformel

wl/f)
A —D) = = - Ly (1)
mit
6, falls =23, -
w=1{4, falls D =4,
2 sonst
und
o1 ~DY\ 1 | -D\ 137
po- SI2) % - 10231
D e e VAl e
Ferner ist

222 falls D =12 mod 16,
B(—D) = hol—D)-12% ~  falls D = 0mod 32,
2*=*  sonst,

wobei 4 die Anzahl der Primteiler von D bezeichnet. Sei nun noeh 7 (%)
die Anzahl der (a,5)cZ’ mit (e, b) =1 und »n = ¢*+2b%; dann ist
falls 4in oder pin fiir eine

0,
1p(n) = Primzahl p =5 oder 7 mod 8,
2%+ gongt,

Genan dann ist » e N darstellbar als Samme von drel positiven bzw.
verschiedenen bhzw. verschiedenen positiven teilerfremden Quadraten,
wenn 53{n)—3ry{n) >0 bzw. 73(n)—6r(n) >0 baw. i (n)—3r(n)—
—6 (1) > 0. Wertet man diese Formeln aus, so erhilt man:

Sarz 1. Sei neN, » 20,4, Tmod 8 und

B (n) = ho(—4n), falls » = 3 mod 8,
ho(—n), falls » =3 mod 8,

{a) Genan dann ist n Summe von drei positiven teilerfremden Quadralen,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

(i} » hat e¢inen Primieiler p = 3 mod 4;

(i} Ry{n) > L.

(b} Genaw dann ist n Suwmme von dret verschiedenen ieilerfremden
Quodraten, wenn eine der folgenden Bedingumgen erfallt dst:

(i) n hat einen Primieiler p =5 oder Tmod8;

(ii) hg(n) > 1.. '

icm
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(¢) Genau dann ist n Summe von drei verschiedemen positiven teiler-
fremden Quadraten, wenn eine der folgenden Bedingungen erfullf ist:

(i) » hat einen Primieiler p = 7 mod §;

(i) n hat einen Primiedler p; =3 mod 8 wund einen Primieiler p,
= 51mod 8;

(i) n hat einen Primieiler p mit p =3 oder 5 mod 8 und by (n) > 1;

{iv) fiir alle wungeraden Primteiler » oon % 4dst p =1mod8
und gy (n) > 2.

(a) nnd (b) steher schon in [22, (c) findet man auch in [15].

Um aus Satz 2 auch Aussagen {iber nicht-primitive Darstellungen
herzuleiten, bendtigt man genanere Kenntnisse itber die Diskriminanten
—D mit hy(—D) = 1, Der folgendo Satz fabt die Resultate von F. Grube
[97 und N. A, Hall [10] (fiir einen einheitlichen Beweis siche [7], beachte
jedoch die fehlerhaften Formulierungen dortselbst) sowie P. J. Wein-
berger [26] zusammen:

Sarz 2. (a) Sei D >0, D =0 oder 3 mod 4, —D keine Fundamental-
diskriminante () und ho(—D) = 1; dann ist entweder D = 4D, mit etner
Fundamentoldiskriminante —Dy = 0 mod 8 und ky(—D,) = 1, oder D e {12,
16, 27, 28, 36, 48, 60, 64, 72, 75, 99, 100, 112, 147, 180, 192, 240, 288,
315, 448, 960},

(b) Auper den ber Dickson ([4], § 55) aufgefihrten 101 Diskriminanicn
—~D mit hy(—D) =1 gibl es keine weiteren mit D <2 - 10"

(¢) Bs gibt hochstens eine Fundamentaldiskriminante —D mit hy(—1D)
=1 und .D>2-10%, _

KOROLLAR 1. Sei n e N, n 22 0,4, Tmod 8.

(a) Ist n = ms® mit s >1 und n ¢ {9, 18, 25, 27, 99}, so ist n Summe
won drei verschiedenem positiven leilerfremden Quadraten.

(b) Genaw danm ist n wicht Summe von drel positiven leilerfremden
Quadraten, wenn n € {1, 2, 5, 10,13, 25, 37, 58, 85,130, } (8) mit 5 X
%10,

(¢) Genau dann 5t % nicht Summe von drei versehiedenen teilerfremden
Quedraten, wenn e {l,2,3,86,9,11,18,19, 22, 27, 33, 43, 51, 57, 67, 99,
102, 123, 163, 177, 187, 267, 627, 1} mit % = 5 - 10,

Beweis. Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus den Sétzen 1
nnd 2 und der fiir alle d >0, 4 =0 oder 3 mod 4 und alle ungeraden

(1) 4 heibt Fundomentaldiskriminonte, wenn d nicht in der Form & = mid,
mit m > 1 und einer Diskrimivante d, geschrieben werden kann. )

"(*) Mit’ 1 bezeichne ich im folgenden sfets eine Zahl, deren Existenz nicht gesi-
chert ist. .
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Primzahlen g giiltigen Formel

1, falls d =¢ =3,
g, falls ¢id, aber (4, q) + (3, 3),

ho( —dg?) = ho{ —4d) - 1 —d
{—[g—(——)] sonst,
W q

welche man leicht aus der analytischen Klassenzahlformel folgert. {a)
verallgemeinert ein klassisches Resulfat von Hurwitz [12]; siehe auch
[19], Theorem 1, und [22].

KOROLLAR 2. Genaw dann ist » € N Summe von drei posiliven bzw,
verschiedenen bzw. versehiedenen positiven Quadraten, wenn n = 4"y mit
hz=0, v 2 0mod 4, und « Summe von drei positiven bzw. verschiedenen
bzw. werschiedenen positiven Quadraten st

Beweis. Ist n = 4" mit &> 0, % = 0 mod 4, so ist » genaun dann
Summe von drei positiven bzw. verschiedenen bzw. verschiedenen positi-
ven Quadraten, wenn das fitr v gilt. Ist % quadratirei, so is6 jede Dars-
tellung von « als Somme von drel Quadraten notwendig primitiv. Ist
nicht quadratirei, so folgt die Aussage aus Korollar 1(a).

2, Summen von vier und mehreren Quadraten,

Sarz 3. Genau dann ist n e N nicht Sumine von vier verschiedenmen
positiven (im Falle n == 0 mod 8 auch tezlerﬁ emden) Quadraien, wenn
entweder

n=4% mith=0undaec {1 2y ey 19, 22, 23, 25, 26, 27, 31, 33, 34,
37, 38, 42, 43, 47, 55, 58, 67, 73, 82, 97, 103}
oder

n & {21, 29, 35, 41, 45, 49, 53, 59, 61, 69, 77, 83, 89, 101, 115, 157}.

Beweis. Es geniigt, die folgenden Behauptungen zu. beweisen:
(i) Mit einer geraden Zahl » ist auch 4*n (k> 0) nicht Summe von
vier verschiedenen posifiven Quadraten.

(i) Mit einer ungeraden Zahl » igt anch 2n SBumme von vier verschie-
denen positiven teilerfremden Quadraten.

(lii} Eine ungerade Zahl # ist genau dann Summe von vier ver-
schiedenen feilerfremden Quadraten, wenn 4n Summe von vier verschie-
denen positiven teillerfiremden Quadraten ist.

(iv) Jede ungerade Zahl % > 1001 igt Summe von vier verschicdenen
positiven teilerfremden Quadraten.

Satz 3 folgt dann leicht aus (i) bis (iv) unter Zuhilfenahme eines kleinen
Rechners. (i) ist trivial, die Beweise von (ii) und (iii) stehen im wesentlichen
bei Pall ({19], p. 13), so daf es geniigt, {iv) zu zeigen; dazu verwende ich
das folgende Lemma, dessen Beweis sich sbenfalls im wesentlichen bereits
bei Pall ([19], p. 14) findet.

Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe von Quadraten 15

LEMnA, Sei n ungerade und 29 = a?+b2 +e2-d* mit positiven, teiler-
fremden natirlichen Zahlen a, b, ¢, d, o > 3n/2, ¢ == d wnd ¢ = bmod 2;
dann ist n Summe von vier verschiedenen posiiivm teilerfremden Quadmten.

Beweis von {iv). Sei » ungerade, # > 1001,

Falll: # = 3mod 4. Wegen « > 1002 gibt es eine ungerade Zahla > 19
mit $n < a? < (@ +4)* < 2n. Fir je{0,1, 2} ist 2n—(a+2j7 =5mod 8,
also sind in jeder Darstellung von 2n —{a-+27)° als Summe von drei Quadra-
ten diese notwendigerweise verschieden. Ist nun 2n—(a--2j)° fir ein
je{0,1, 2} Summe von drei positiven Quadraten, so folgh die Behauptung
(iv) aus obigem Lemma. Ist 27 —(a +-2§) nicht Summe von drel positiven
Quadraten, so folgt aus Korollar 1: 2r-—{a-+2j) {5, 13, 37, 85, #};
fir mindestens einen Wert von j ist das aber nicht der Fall.

Fall 2: n = 1 mod 8. Es gibt eine ungerade Zahl # < 15 mit (n —a?) /4
= 14 mod 16, also ist (n—2%/4 Summe von drei (notwendigerweise
verschiedenen positiven) teilerfremden ~Quadraten; daraus folgt (iv)
fir «.

= 5 mod §, man sehheﬁt wie im Faﬂ 1, daf sich entweder {2 /4 oder
(w,—(m«kwlﬁ)z) /4 als Summe von drei verschiedenen positiven Quadraten
darstellen 14Bt, und daraus felgt wieder (iv) fiir =.

SATZ 4. Gemaw die folgenden 123 Zahlen sind nicht als Summe von
Filnf  werschiedenen posiliven (teilerfremden) Quadraten darstellbar:

1,2, ..., b4, 56, ..., 65, 67, ..., T4, 76, 77, 78, 80, 81, 83, 84, 85, 86,
89, 91, 92, 93, 96, 97, 98, 101, 102, 104, 105, 107, 108, 109, 112, 113, 116,
117, 119, 122, 124, 125, 128, 133, 136, 137, 140, 141, 149, 153, 164, 173,
177, 182, 188, 189, 197, 203, 221, 224, 236, 245.

Beweis. Ich werde zeigen: Ist # = Llmod8, n>580 oder =
# 1 mod 8, # > 1138, o izt # Summe von fiint verschiedenen posmwen
(teilerfremden) Quadraten; die verbleibenden Fille Lonnen dann wieder
mit einem Tischrechner erledigt werden.

Fall 1: n = 1 mod 8, » > 580. Nach Korollar 1 igt dann entweder
% — 340 oder n — 580 Summe von drei verschiedenen positiven teilerfrem-
den Quadraten. Sel # — 340 = &b +¢* it verschiedenen posmwen
teilerfremden Zahlen a,8, ¢, und selia =0,b =2,c=1 mod 4. Dann ist %
=18 +4 L@’ 4P+ = 14‘ +12° +a? +B° ¢, also alles bewiesen, falls
nicht (a,b) = (4,14) oder (a,Bd) = (12,18); im Falle (a,b) = (4, 14)
ist aber n w20°+102—1—62+42+02, und jm Falle {(a,d) = (12,18} ist
@ o= 02° 1167 48° 192 1% Tet # — 580 Summe von drei verschiedenen
positiven teﬂelhem(ien Quadraten, s0 schlieBt man analog.

Fall 2: % = 1 mod 8, n > 1138. Dzmn ist n — 25° = Omod 8, n —
--25% 3> 513, also nach Satz 3 #»—25" = &®+b* ¢ +& mit verschiedenen
positiven teilerfremden a, b, ¢, d. Ist 26 ¢ {a, b, ¢, d}, 5o bin ich fertig;
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andernfalls sei @ == 25, dann ist # = 35°+5° +b +¢* +d%, und es geniigt,
die Fille b = 35 und b = 5 weiter zu untersuchen. Im Ifalle b = 35 ist
n = 2475 +¢ 4%, aber 2475 = 497 L2 45° = 4574217 4-3% = 43 1257 L
1%, und daraus erhilt man eine Darstelluing von # als Snmme von finf
verschiedenen positiven teilerfremden Quadraten.

Im Falle b =5 ist # = 1275 +¢+d° und die Behauptung folgt
aus 12795 = 357" +1% = 31* L1UT +5° = 25° +23° +11°,

Bemerkung. Aus den Sitzen 3 und 4 kann man nun leicht die Sitze
vonr Pall und Duboig iiber die Darstellung natiriicher Zahlen aly Summe
von vier bzw. finf positiven bzw. verschiedenen Quadraten herleiten
{[61; {19], Theorems 2 and 3; [25], chap. XI).

Analog zu Satz 4 zeigt man:

SATZ 5. Genau die folgenden 167 Zahlen sind nicht als Summe von
sechs  verschiedenen positiven (feilerfremden) Quadraten darstellbar

1,2, ..., 90, 92, ..., 103, 105, ..., 114, 116, 117, 118, 120, 121, 122,
123, 125, 126, 127, 128, 129, 132, 133, 134, 135, 137, 138, 140, 141, 142,
144, 145, 148, 149, 150, 163, 167, 168, 161, 162, 165, 172, 173, 174, 177,
183, 185, 186, 189, 193, 197, 198, 205, 212, 213, 217, 222, 225, 228, 233,
237, 249, 261, 285, 333.

Uher die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Surnme von fiinf
oder mehr Quadraten gilti:

" Barz 6. Selen s, h e N, 8 » 5. Dann haben fast alle natirlichen Zahlen
w eine Darstellung n = a; ... +a> mit verschiedenen teilerfremden a,> h;
ist N, die grofite Zahl, die sich nicht in dieser Form schreiben lipt, so gilt

Noprn < 2(VN,, +27.

Beweis. Es geniigh zu zeigen: Ist jedes m > N, Summe von s ver-
schiedenen. teilerfremden Quadraten af > %*, und ist » > 2(VN,,+2)%
50 ist » Summe von s-+1 verschiedenen tellerfremden Quadraten af = B

Sei also > 2(VN, ,+2)° und a = [Vnj2]+1; dann ist n—a? > N, ,
alson—a =aj+...+a, mit a; > @y > ... >a, = b und (o, ..., a,) =1;
wire a < a;, 80 folgte »n > 242, ein Widerspruch.

Bemerkung. Die Abschitzung von N, in Satz 6 ist sehr grob,
die folgenden Werte wurden mit Hilfe sines Rechners ermittels (3):

s| 6 7 8 9 10 11 12
N, | 333 330 462 530 647 888 1036
3. Andere quadratische Formen. Sel f = gs?4by?+ce? mit 4, b, ¢

e N, und (a, b, ¢} =1 eine primitive positiv definite terniire Diagonal-
form mit nur einer Klasse im Geschlecht (fiir die Bestimmung aller solcher

(®) Herrn Dr. H. Brunotte danke ich fiir die Durchfithrung der Rechnungen,
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Formen siehe [141]). Fiir eine natiirliche Zahl » sei fy{n) die Anzahl der
(@, 9, ,?) eZ® mit (#,9,2) =lundn = ax? -by? +e2%; aus der Siegel’schen
analytischen Theorie der quadratischen Formen ([24]; siehe amch [163)
folgt:

Ry

rp{ny pTplntl

rp(n) = Rin, d) -
pld pg 2ey20)+1) | ( 1— 1 )

_.p 2
mit
[y}

14-
= h{—dn), falls dn =0mod4, dn 5 4;

18

il R{—dn), falls dn =3mod8, dn ~3;
B(n,d) = 6

7 I —dn), falls  dnrn= 7T mod 8;

s h(—ddn), falls dn =1,2mod 4, dn = 1.

S

Dabel ist d = abe, v, die p-adische Exponentenbewertung von O und
7¢(m; p°) die Anzabl der (z,y,2) e {0,1,...,p°—1¥ mit (z,y,2,9) =1
und % = az®+by?+cz? mod p°. Mit Hilfe dieser Formel und der bekannten
Darstellungsanzahlen fiir bindire biguadratische Formen (siehe [13], §41)
gelingt nun wieder die Bestimmung aller # ¢ N, welche sich in der Form

% = ax® +by® +e2?

mit #, y, # e N, darstellen lassen. Ich gebe zwei Beispiele:

SATZ 7. Genaw dann ist n e N nieht in der Form n — B2 fy% -2
mit 2, Y, 2e N, (x,y,2) =1 darstellbar, wenn eine der folgenden Bedin-
gungen erfillt ist:

(i) » = 01mod 8;

(if) m = 14 mod 16;

(iii) % = p,...p, mit Primzahlen p, =1 mod 8 und hy(—8n) =2;

(ivy ne{l,2,3,5,6,9,11, 29, 51, 85, 2} mit % =5 - 10",

Sarz 8. Sei e N, 1 =1 mod 3. Genau dann ist n nickt in der Formn
# =8 +3y* 322 mit 5,y,2eN,, (8,y,2) =1 darstellbar, wenn

ne{l, 4,13, 28, 37,133, 1}
mit %25 10%.

Batz 8 zeigt, dal sich die Form #2-+3y%--32% vollig anders verhilt

als beispielsweise die Formen 22-fy24-22 oder a*-+y2--22%:28 besitzt

2 -+ Acta Arithmetica XTI1.1
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eine Darstellung 28 = 2*43y2+32* mit », y, 2 e N, ndmlich 28 = 22
+3+2°43 2% und eine Darstellung 28 = 22-+-3y2+32* mit =, y,2 < Z,
(@,y,2) =1, nidmlich 28 =1-+3-3*-13-0% aber keine Darstellung
der Form 28 = #*+3y*+35* mit o, 9,26 N, (z,9,2) =1

Sel nun f = aw®4-by® +ez? - d#* eine der 54 positiv delinifen quar-
terndren Diagonalformen, welche alle natiirlichen Zahlen darstellen (siehe
[6], § 56). Mit Hilfe der entsprechenden Siitze iber ternire Formen gelingt
es nun wieder, dhnlich wie in § 2 alle # € N zn bestimmmen, welche sich
in der Form

% = ap? byt et de?

mit %, ¥, 2, € N, darstellen lassen. Ich gebe auch hierfiir zwei Beispicle:
BATZ 9. Genow die folgenden 12 natdirlichen Zahlen n haben heine Dap-
stellung der Form
7% = p3-py? 2200
mit &, 9, 2, teN:
©1,2,3,4,6,7, 9,10, 12, 15, 18, 33.

SArz 10. Genau die folgenden natinlichen Zahlen n haben keine Dar-
stellung der Form
0 = g3 +y? 328342
mit m, oy, 2, teN ¢

n=3%mit k>0 wund we{l,?2, 4,57, 10,13, 22}.

4. Asymptotische Resultate. Die Ergebnisse aus § 1 und §2 ergeben
unmittelbar das folgende Korollar: ' '
KoROLLAR 3. Sei s >3 und Q die Menge aller n e N, welche sich als
Summe wvon & teilerfremden Quadroten darsicllen lassen. Dann lassen sich

Just alle n Q auck als Summe von s verschiedenen positiven teiler fremden
GQuadraten darsiellen.

Beweis. Fiir s> 4 ist das unmittelbar ersichtlich; fiir s = 3 folgh
die Behauptung aus Satz 1 unter Bernutzung von lim hy( —D) = oo (siehe
[2]) D00

Korollar 3 folgt fiir s 3> 4 unmittelbar ans den Resultaten von Maly-
shev [17], aus welehen man auch sofort die folgende gquantitative Version
von Korollar 3 herleiten kann: _

‘ Sarz 11. Sei s > 4 und @ die Menge aller n € N, welche sich als Summe
von § teilerfremden Quadraten darstellon lassen ; selen 6y, ..., 0,6 R, und
k3 8
26 <1; dann lassen sich fast alle n €Q auch in der Form n — Fa? mit
=1 : . o
overschiedenen teilerfremden ;€ N, z, > ¢,Vn, darstellon.

Fiir einen rein algehraischen -Beweis von Satz 11 im Falle s =5 siehe
1) -

=1
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Im Falle s = 3 erhilt man Resulfate von der Schirfe des Satzes 11
nur unter Annahme einer Form der Riemann’schen Vermutung fiir Diri-
chlet’sche L-Funktionen (siche [207). Ich beweise hier das folgende schwi-
chere Resultat:

SATZ 12. Sei 0 < 6 << 1/2; dann gibt es eine (nicht effektiv berechenbare)
Konstante A; > 0, so dap fir alle n e Nmit n = 0,4, Tmod 8 und n > A,
gilt:

% = a; -a;+a;
mit verschiedenen teilerfremden Zaklen a; > >,

Beweis. Nach [23] ist fiir jedes 6> 0 L,(1) » D~ (dort nur fiir
Fundamentaldiskriminanten —0, wegen

Znett) = Zof)- | [ [1- (‘E’fi) 2] wma H(l—%) 55t

»is ]

tD
aber auch fiir beliebige Diskriminanten, siehe [21]). Aus der analytischen
Klagsenzahlformal folgt #,(n) > D" Hir # £ 0,4,7mod 8, wnd es
geniigt daher,

. [nli2—8)

3ry(n) +6r(m) 16 > ry(n—h?) € DR

=1
zu zeigen, denn dann ist ffir grofle # die Anzahl der (a,, &, 4,) € Z° mit
verschiedenen a; > n"*~% ynd a?--al+a? = # positiv. Sei z(n) die Anzahl
der Teiler von #; dann ist 7,(n) < d7(n), r(n) < 22(n) und <(n) <€ #°°,
also

[ali2—4]
3ry{n)+61(n) 6 E ra(m—RY) € w0 gt = pliAe
h=1 .

Nach § 3 ist klar, wie man eine za Satz 12 analoge Aussage fiir beliebige
ganzzahlige positiv definite ternfive quadratische Formen mit einklassi-
gem Geschlecht beweist (qualitative Resultate gbehen in [153).
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Teopema cpaBBeHMs X1 MyJbTHRAHKATHBERIX (yHKumi

L. B. ’lmean, H. M. Tumoskzs (B;I&JIHMHP; CCCP)

B macrosmedf pafore NMOIYYEHO HECKOTBKO DPE3YILTATOR O CyMMax
MyIBTHIIHEATUBHEX Qynrumit. Ilpesae vem copryanporars s1a pesymn-
TaTLl BBEHEM ONpeNedeHid.

Oupereasane 1. Bynem rosopnts, f(#) npunadaewcum raacey M{c),
eciw f{n) — MYIDTHIGIMKATHBHA T JIA BCEX 7 > 1 U HPOCTHX P WMMeeT
MecTo HepasercTBo | f{pT) i< e

Omreenenne 2. Hiace A cOCTOMT B3 HEOTPHUATENBENN wrynbmn*m}.a-
THBHEIX (iyHIImI k YROBISTBOPAIIMEX YenoBuAM: h(p")= O(1), cymecr-
BYWOT 7, = congt >0 un 9, TaKUe, UYTO NDPHU BCEX ¥ 3= Y, '

D, h(p)logp = 7y
DY
Oweegemrnee 3. f(n) € N(h, ¢,), ecin cymecTByeT ¢, = t,(f) Taxoe, uTo
1} X{h{p)—Ref(p)p~)p™" < ¢,
D

.. logp
2) lim su R{p)—Ref(pp ) —=5£ =0,
]y—runfeN(h,Ei) logy é‘,( ?)—Bef ) P

Trorema 1 (Teopema cpasrernd). ITycme hin)ed, fin)e M(e)n
NnN(hye)) u }f(p) l<7»(p), mozda

C(m) '
ﬂZf( 1) = 1+t ;h(ﬂ JL+o(L)

PpasHomepHo no ecem f(n) e N(h, ¢,) n M{c). 3decy

Eeau oce f(nye Mie), |flp) | <hi{p) u 0aa ecex t pad
-
2 (o) —Repp)p) =

r



