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ò�ä�ê�å�ôIîðèHçÎèHû0X �2éRèHç�ç�ä�ì�æ�è�ã)ó�î²ã2ï�ë.èÀåWï�îðôHä�ãÂä,+Iä�éZí2ë�îðè�ã`_hî�ìÎë�ê2äjì.ä.-9í2ä�ã�éRäaèHûBôIî²ì�îðò)ú²ä$åHéRë�îðè�ã�ì�î²ã
_ �a��èHç4ë�î�ùÀä�ó #&%HâÈåHí2ë.è�ù�åpë�å'�2ë�ê2äZç�äaåpç�äjåHã�åHúðèHïHè�í)ì4ã�èHë�îðè�ã�ì
èHûBë�î²ùÀä�óÂä,+9ä�éZí2ë�î²è�ã�ì�åHã�óÂë�î�ùÀä�ó
ë.ç�åHéRä�ì:�b�)í2ç�ë�ê2äZç'ó�äZë�åHî²ú²ì$éZåHãÏò�ä�ûTè�í�ã�óÏî²ã���
 �������

c �	d+egf$ "hiha#Kj$!lkm#Kj�nVo&p)'Fj�nE'�o&!qhij�#.#�kmf^3 ÷9ë�åpë.ä 
 èHç ë.ç�åHã)ì�îðë�îðè�ã���î²ãlôtåpçmî²åHã=ë�ì+èHû�åHã�#&%Hâ åHíIñ
ë.è�ù�åpë.è�ãÂåpç�ä5æ�ç�èHæ�äZç�ë�îðä�ì8ë�ê�åpëÎê�è�ú²ó�ûOèHçÎåHú�úlèHû�îðë�ìrç�ä�åHé�ê�åpò)ú²ä$ì.ë�åpë.ä�ì 
 èHç ç�ä�åHé�ê�åpò)ú²ä5ë.ç�åHã�ì�îðë�î²è�ã�ì����
��è�ì�í2æ�æ�èHç�ëjæ�ç�è9èHû ì�èHû5î²ã=ôpåpç�î²åHãlë�ì�èHû5åHã�#&%Hâ�åHí2ë.è�ùÂåpë.è�ãP� ���
	��Èæ�ç�è\ô9î�ó2ä�ì?åÏë.ä�ùÀæ:ú²åpë.äÂûTèHç
ì.æ�ä�éZîðû �9î²ã�ï�å 
 ë�î²ù�ä�óÏèHç�í�ãlë�î²ùÀä�ó �H#&%Hâ1åHí2ë.è�ùÂåpë.è�ãP�:å�ì�äZë$èHû8ì�ë�åHã�ó�åpç�óVõÎö�÷yë�ê2äZèHç�îðä�ì:��åHã)óVå
ì.äZë8èHû)ì.ë.ç�åpë.äZï�îðä�ì+ë�ê)åpë"ä�ùWò�è9ó ��ë�ê�ä4ã�åpë�í�ç�åHúlê)îðï�êIñ»úðäZôHä�úlì.ë.äZæ)ì8ëU�9æ)î²éZåHú²ú"�?ã2äZä�ó2ä�ó�î²ãWê)åHã�ó?æ�ç�èlèHû ì
èHû�î²ãlôtåpçmî²åHã=ë�ì.� �'ê2äaì�ë�åHã�ó�åpç�ó½õ ö?÷Âë�ê2äZèHç�îðä�ì4î²ã�éZú²í)ó2ä$ïHä�ã2äZç�î�é'ë�ê2äZèHçmîðä�ì�ì�í�é�êyåHìar&s)t*uwv$x�yWë�ê�åpë
ä�ì.ë�åpò)ú²î�ì�ê2ä�ì�ë�ê2ä½æ�ç�î�ã�éZîðæ)úðä�èHû$î²ã)ó�í�éRë�îðè�ã¾è\ôHäZç�ç�ä�åHé�ê�åpò:úðä½ì�ë�åpë.ä�ì:� åHã�óLì.æ�ä�éZî²åHú·ñµæ)í2ç�æ�è�ì�ä�ë�ê�äZèpñ
ç�îðä�ì
ë�ê�åpë$éZåHãyò�ä�ïHä�ã�äZç�åpë.ä�óÏûTç�è�ù ë�ê2älz4� ��� �P{jõ �Ôó2ä�éZú�åpç�åpë�îðè�ã�ì�î²ãyåHãyî²ã�ì.ë�åHãlë�î²åpë�îðè�ã½èHû"ë�ê2ä
���
	*�ÕåHí�ë.è�ù�åpë.è�ãLë.ä�ùÀæ)ú²åpë.ä�� ��ì�åHùÀæ)úðä�èHû5ë<�læ:î²éZåHú �(�)	*� ì.ë.äZæ)ìWûTèHçWî²ãlôtåpçmî²åHã=ë,æ�ç�è9èHûTìWî²ì
ì�ê2è\ÿ'ãÏî²ã��+îðï�í2ç�ä �W�

�



�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Proof Step TAME Strategy Use�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Get base and induction cases AUTO_INDUCT Start an induction proof
and do standard initial steps�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Appeal to precondition of an APPLY_SPECIFIC_PRECOND Demonstrate need to use
action precondition�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Apply the inductive hypothesis APPLY_IND_HYP Supplement AUTO_INDUCT’s
to non-default argument(s) use of default arguments�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Apply an auxiliary invariant APPLY_INV_LEMMA Needed in proving
lemma “non-inductive” invariants�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Break down into cases based SUPPOSE Add proof comments and
on a predicate labels to PVS’ CASE�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Apply “obvious” reasoning, e.g., TRY_SIMP Finish proof branch once
propositional, equational, datatype facts have been introduced�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Use a fact from the mathematical APPLY_LEMMA Perform special
theory for a state variable type mathematical reasoning�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Instantiate embedded quantifier INST_IN Instantiate but don’t split first�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Skolemize embedded quantifier SKOLEM_IN Skolemize but don’t split first�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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�+îðï�í2ç�ä��W= �Õì�åHùÀæ:úðä�èHû(�(�
	�� ì.ë.äZæ)ì5ûTèHç4#&%Hâ åHí2ë.è�ùÂåpë�åÂî²ãlôtåpçmî²åHã=ë�æ�ç�èlèHû ì
���0f7!*j*'��^!*nE#Ko hij*#Kha/Sj*!*nE/ f�'�o0- !$j�'��^/ nVo	� 1V "f$nE#&o�km#Kj������ '� "!$#&%(')!*'.3�
 í�îðë.ä?èHûTë.ä�ã�îðë
î²ì?ã2èHëWã�åpë�í2ç�åHúrë.èdûOèHç�ù�í�ú²åpë.ä7åHã�óhæ�ç�è&ôHäÂå�ó2ä�ì�îðç�ä�ó�æ)ç�èHæ�äZç�ëU�
� èHû5åHã�åHí�ë.è�ù�åpë.è�ã,X�åHìWåHã
î²ãlôtåpç�î�åHã=ë�æ�ç�èHæ�äZç�ë<����ò)í2ë�î²ìÀî²ã)ì.ë.ä�åHó¬ã�åpë�í2çmåHú5ë.èhë�ê�î²ã 9�èHû�� åHìÂò�ä�î�ã2ï�ç�äZæ�ç�ä�ì.ä�ãlë.ä�ó¬ò!�Lë�ê2ä
ò�ä�ê�å�ôIîðèHç,èHû$åHã�èHë�ê2äZç.�rùÀèHç�ä½åpò)ì.ë.ç�åHéRë�åHí2ë.è�ù�åpë.è�ã�� ��#fã�ë�ê�î²ìWéZåHì.ä��rè�ã2äyéZåHã�ì�ê�è&ÿ ë�ê�åpë X
ì�åpë�î²ì®ø:ä�ì�� ò!�Ïì�ê2è\ÿ'î²ã2ï�ë�ê)åpë'äZôHäZç&�Ïë.ç�åHéRäWèHûaX1î²ì'åÂæ�è�ì�ì�îðò)úðäaë.ç�åHéRä�èHû�� �5÷Iî�ã�éRä?åpò)ì.ë.ç�åHéRë�î²è�ã
ç�ä�ú²åpë�îðè�ã)ì
î²ù�æ)ú��Àë.ç�åHéRä?î²ã)éZú²í�ì�îðè�ã ��ò �7ë�ê2ä�éZåpç�äZû í�ú�é�ê2è�î²éRä�èHû8å�ì.æ�ä�éZî·ø:éZåpë�îðè�ãyåHí2ë.è�ù�åpë.è�ã�� ûTèHç
���9ë�ê2ä'ôHäZç�îðø:éZåpë�îðè�ã7ë�ê�åpë��Õê2è�ú²ó)ì ûTèHç X×éZåHã7ò�ä'ç�ä�ó)í�éRä�óÂë.è�æ�ç�è\ô9î�ã2ï,åHãyåpò)ì.ë.ç�åHéRë�î²è�ãÂç�ä�ú�åpë�îðè�ã
ò�äZë»ÿ4äZä�ãCXÕåHã�ó�� �

õ8è�ì�ì�îðò:úðä5åpò)ì.ë.ç�åHéRë�îðè�ãÂç�ä�ú²åpë�îðè�ã)ì+ò�äZë�ÿ
äZä�ãÂë»ÿ4èWåHí2ë.è�ùÂåpë�å,î²ã�éZú�í�ó2ä�ê2è�ùÀè�ùÀèHç�æ:ê�î²ì�ù��Hç�äRø:ã2äRñ
ùÀä�ãlë:�)ÿ4ä�åW9Vç�äRø:ã2ä�ù�ä�ã=ë:�:ûOèHç�ÿ�åpç�ó�ì�î²ù�í�ú²åpë�îðè�ãP�2ò:åHé&99ÿ4åpç�ó�ì�î�ùWí�ú�åpë�îðè�ãP��åHã�ó�ì.èÂè�ãP� ��èHç�ÿ4åpçmóIñ
åHã�óIñµò)åHéK9lÿ�åpç�óhì�î²ùWí)ú²åpë�îðè�ã�ç�ä�ú²åpë�î²è�ã�ì�åpç�ä�ò�èHë�êhì.è�í)ã�ó \ID�� TUM�� H&? A LmA?ÿ�îðë�ê¾ç�ä�ì.æ�ä�éRë�ë.èVë.çmåHéRä
î²ã�éZú²í)ì�îðè�ãyèHû #&%HâÍåHí2ë.è�ùÂåpë�å ���W����åHã�ódë�ê2äZç�äZûTèHç�ä�ë�ê2ä:�déRè�ã�ì.ë�î²ë�í2ë.äWå7æ�è&ÿ4äZç�ûTí)úBì.äZëaèHû ë.èlè�ú�ì'ûTèHç
åHí2ë.è�ù�åpë�åtñµò)åHì�ä�ódôHäZç�îðø:éZåpë�îðè�ãP�
� ��Ý'Ü�� ����á � ámÚ � ��!#")Û�Ü.�5à8Û�á�ÝaÚ%$�Ü�Ý&$�' Ü�Û�á '�")(�Ý'Ü Ù+*-, �$ßWÛ�Ý&� �4Ûw�
#fã¬ë�ê�î²ì�ì.ä�éRë�î²è�ãP��ÿ
ädó�ä�ì�éRç�îðò�äÏë�ê2ädê9í2ç�ó)úðä�ì�ÿ
ä�ä�ã�éRè�í�ãlë.äZç�ä�ó¬ä�åpçmú²îðäZçÂî²ãþó2äZôHä�úðèHæ)î²ã�ï����
	��
ì�í2æ�æ�èHç�ë+ûTèHç4åpò:ì.ë.ç�åHéRë�îðè�ãÂæ�ç�è9èHûTì
åHã�óÂê2è\ÿÔÿ4ä'ë�åW9HäjåHó2ôpåHã=ë�åpïHäjèHû�ë�ê2äZèHç&��î�ã=ë.äZç�æ)ç�äZë�åpë�îðè�ã�ì
åHã�ó
èHë�ê2äZç'ã2äZÿÈõ ö?÷½ûOä�åpë�í�ç�ä�ì'î²ãÏåHó)ó�î²ã2ïÀåpò)ì.ë.çmåHéRë�îðè�ãÏæ�ç�è9èHû+ì�í2æ�æ�èHç�ë4ë.è �(�)	*�4�
.qj�/ p"nE#K 0f��i'Fj*jInE/Sj�f !$# c �`d+e f$ 0h0hb#�j*!qkm#�j�'��0f !$j*'/� !*nE#Ko(h0j�#.#�k4f 3 ��ò)ì.ë.ç�åHéRë�îðè�ã�æ)ç�èHæ2ñ
äZç�ë�îðä�ì�î²ãlôHè�úðôHäjå,æ)åHî²ç
èHû8åHí2ë.è�ù�åpë�å'��åHã�óyê2ä�ã�éRäaë.è�ä,+9æ)ç�ä�ì�ì4ë�ê2ä�ù ïHä�ã2äZç�åHú²ú"���9è�ã�äaã2äZä�ó)ì4åWÿ�å.�
ë.è�ç�äZæ�ç�ä�ì.ä�ã=ë$åpò:ì.ë.ç�åHéRë'åHí2ë.è�ùÂåpë.è�ãdèHò10.ä�éRë�ì'î�ãÏõ ö?÷ �

�$ê2ä5ùÀè�ì�ëÎéRè�ã=ôHä�ã)îðä�ã=ëÎÿ4å8��ë.è�ç�äZæ�ç�ä�ì.ä�ãlëÎåpò)ì.ë.çmåHéRë åHí2ë.è�ù�åpë.è�ã7èHò10®ä�éRë�ì ÿ
è�í�ú�ó�ò�ä5ë.è?ùÂåW9Hä
ë�ê2ä�ù0î²ã�ì.ë�åHã�éRä�ì�èHû å7ëU�9æ�ä s325456*r&s7456 x �98�í2ë:��ë�ê2äZç�ä�åpç�äWò:åpç�ç�îðäZç�ì$ë.è½ó2è�î�ã2ïÂë�ê�î�ì'î²ã�õ ö?÷ ���aã
#0%Hâ åHí2ë.è�ù�åpë.è�ãuî�ã �(�)	*� î²ì,ó�äZë.äZç�ù�î²ã2ä�ó�ò ��î²ã�ì.ë�åHãlë�î²åpë�îðè�ã�ì,èHû$ë»ÿ4è�ëU�9æ�ä�ì 
 sFt:4Kv76Ix<;ÏåHã�ó
;=4)s>42y/;�����åÂì.äZë'èHûrì.ë�åpç�ë�ì.ë�åpë.ä�ì:��åHã�ódåÀë.çmåHã�ì�îðë�îðè�ãVç�ä�ú²åpë�îðè�ãP� �'ò)ì�ë.ç�åHéRë�ú����)ë�ê�ä�ì.ä,ä�úðä�ù�ä�ã=ë�ì�éZåHã
ò�ä'ë�ê2è�í2ï�êlë4èHû�åHì4ø)ä�ú²ó�ì
î²ãÂå�ç�ä�éRèHçmóP�9åHã)ó½åHã½åpò)ì.ë.çmåHéRë�åHí�ë.è�ù�åpë.è�ãyèHò10.ä�éRë�éZåHã½ò�äaë�ê2è�í2ï�êlë
èHû
åHì$åHãVî²ã)ì.ë�åHã�éRä�èHû+ë�ê2ä?éRèHç�ç�ä�ì�æ�è�ã)ó�î²ã2ï�ç�ä�éRèHç�óÏë<�læ�ä��@?�è&ÿ4äZôHäZç.��ç�ä�éRèHç�óyø:ä�ú²ó�ì5î²ãÏõÎö�÷½åpç�äWã2èHë
æ�äZç�ù�îðë.ë.ä�ó½ë.èÂê�å&ôHä?ëU�9æ�ä 5 ëU�9æ�ä.6'� �aãÏåHúðë.äZç�ã�åpë�î²ôHä?ÿ4å8�yë.è�ä,+9æ)ç�ä�ì�ì5åÀë<�læ�ä�èHûråHí2ë.è�ù�åpë�å�î�ì5ë.è
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'��� ��)(�*
+-,.�/�0���1�������� �2!�3(�����*4%
 ����
��+� !�3����#���$&%
 ����
5��6,7 4�. ����1��+� �28�3(�����*4%
+
���1(�*
+�96,.�/�0���1�������� ;:< /�. ����1��+� �2=�"(�����*/%
��5��1�� 8,.�/�0������������ ;:> 4�. ����
��+� �2!�? 1���1��+� ;%
5�+����)@���(�*
+6,A 4�. ����1��+� �28�3(�����*4%
������'�+�5��� 8,7 �BC:D �E/�F ����1��+� �28�3(�����*4%
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�8î²ï�í2ç�ä �!= �$ê�ä?ã2äZÿ �(�)	*�Ôì�í2æ�æ�èHç�ë�î²ã2ï�ë�ê2äZèHç&��s�21456*r&s>416 x
í�ì.ä�æ)åpç�åHùÀäZë.ç�î�é$æ�è�ú��IùÀèHç�æ)ê�î�ì�ù��HåHì�î²ã��JI�����?�è&ÿ4äZôHäZç.��í�ã)ú²î�9Hä4#®ì�åpò�ä�ú²úðä�%:?�âLKH�=ÿ'ê�î²émê�ÿ�åHì4í)ì.ä�ó
î²ã��JI����)õÎö�÷yó�èlä�ì$ã�èHë'ì�í2æ�æ�èHç�ë4æ)åpç�åHù�äZë.ç�î²éjæ�è�ú��IùÀèHç�æ)ê�î�ì�ù��

84ä�éZåHí�ì.ä,ã�èÀïHä�ã2äZç�åHú�åHí�ë.è�ù�åpë.è�ãVë<�læ�ä?éZåHãVò�ä�ó2äRø:ã�ä�óÏî²ãÏõ ö?÷ � #&%Hâ1åHí2ë.è�ù�åpë.è�ã�èHò10.ä�éRë�ì
ê�å�ôHä'ò�äZä�ãÂó2äRø:ã2ä�óÀî²ã��(�
	���åHì ë�ê2äZèHç�î²ä�ìrèHò�ë�åHî²ã2ä�ó�ò ��î²ã�ì.ë�åHãlë�î²åpë�î²ã�ïaë�ê�ä4���
	��LåHí2ë.è�ù�åpë.è�ã
ë.ä�ùÀæ)ú²åpë.ä�� #fãlôtåpçmî²åHã=ë�ì$ûOèHç4#&%Hâ1åHí2ë.è�ùÂåpë�åÂåpç�ä?ò:åHì.ä�óÏè�ãÏë�ê2äWó2äRø:ã�îðë�î²è�ã�ì�î²ãyë�ê2ä�ì.ä?ë�ê�äZèHç�îðä�ì:�

âjã2äWéZåHã�ó2äRø�ã2äWåHãÁåpò)ì.ë.ç�åHéRë�î²è�ãdæ�ç�èHæ�äZç�ëU�yò�äZë»ÿ4äZä�ã�ë�ÿ
èyåHí2ë.è�ù�åpë�åyó2äRø�ã2ä�óÏò!�Vî²ã�ì.ë�åHãlë�î·ñ
åpë�î²ã2ï?ë�ê�ä ���
	*��ë.ä�ù�æ)ú²åpë.ä$ë�ê2äZèHçK�Àò �ÀéRç�ä�åpë�î²ã�ï,å,ã2äZÿÔë.ä�ùÀæ)ú²åpë.ä'ë�ê�åpë
î²ù�æ�èHç�ë�ìrë�ê2ä$ë.ä�ùÀæ:ú²åpë.ä
î²ã�ì.ë�åHãlë�î²åpë�îðè�ã)ì 
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