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0.0. Dans la th6orie des chaines de Markov dont l'espace d'6tat est discret, on 
d6montre (Cf [3]) l'existence sur route classe r6currente d'une mesure invariante 
qui peut 6tre finie ou infinie. Pour des processus de Markov plus g6n6raux il n ' y  a 
pas de r6sultat semblable ; les principaux articles traitant de cette question portent 
sur l'existence d'une mesure invariante finie. En revanche HARRIS dans [6] montre 
l'existence d'une mesure invariante (r-finie pour certaines chaines de Markov 
valeurs dans un espace mesurable de type d6nombrable. Nous allons utiliscr ici ce 
r6sultat pour d6montrer l'existence d'une mesure invariante dans la situation -- 
analogue ~ celle des chaines --  que nous allons d6crire maintenant. 

0.1. Soit E un espace localement compact s base d6nombrable et ~ sa tribu 
bor~lienne. 

Soit 
X =  {~,o~,(P~)~E+, (Ot)t~R+, (Xt)t~ R+} 

un processus de Hunt  ~ valeurs dans (E,~)  (Cf[5], [7] et [10]). Sans rappeler les 
axiomes, nous pr6cisons les notations. Y2 est l'espace des applications co de ]g+ dans 
E continues ~ droite et pourvues de limite ~ gauche. 

Les fonetions coordonn6es sont d6sign6espar (Xt)t~ R+ et Ot est l'op6rateur 
d6fini par Xt+s (e)) = Xs (Or w). 

Soit ~t  la tribu la moins fine rendant mesurables les variables al6atoires 
(Xs),_~t. A chaque x de E, on associe une probabilit6 Px sur (Y2, ffr162 telle que 
P x ( X 0 : x ) :  1. 

Si y est une mesure sur (E, ~),  on pose pour A e ~ 

Pv(A)  = f y (dx )Px (A) .  

On appelle o~oo la eompl6t6e de ~oo par rapport ~ routes les mesures Pv off y est 
une mesure born6e sur E et on pose: 

o ~ t = f " ) { A c ~ ; 3 B e f Y t  AABeo~'oo P~(AAB)- - -O} .  
r 

Un ensemble A est (tit presque-bor61ien, si pour toute mesure y il existe deux 
ensembles bor61iens A '  et A"  tels que A'  C_ A C A"  et 

P~[co: 3t => 0 X t ( o ) ) ~ ( A " - -  A')] = 0. 

Les ensembles presque-bor61iens forment une tribu. Soient Ex l'op6rateur 
esp6rance li6 ~ Px et Pt l e  semi-groupe de Markov associ6 s X. Pour toute fonction 
presque-bor61ienne / 

Pt/(x)  = E x [ /  o Xt] .  
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On dira qu'une fonction positive ]es t  A-excessive (2 e JR+) si 

et si 

lim e-xt P t /  = / . 
t$ 0 

On associe s X une topologie appel~e topologie fine, qui est la topologie la moins 
fine rendant  continues les fonctions 2-excessives pour un nombre 2 positif arbitraire. 

0.2. Dans [1] nous avons dSfini une notion de r6currence li@e s la topologie fine : 
un point x de E est dit/ inement r@eurrent si pour tout  voisinage fin presque bor@lien 
V d e x  

P z [ t ~ m  l v ( X t ) =  1] = 1 .  

I1 est dit / inement transient si il existe un voisinage fin presque-bor@lien V de x 
tel que : 

P x  v t = = 1 .  
t 

Tout point de E est soit finement r6current soit finement transient. D'une 
manibre analogue s celle employfe pour les chaines nous avons eonstruit des classes 
r@currentes. Sous l 'hypoth~se (L) de M]~Y~ ([10]) nous avons montr~ que deux 
classes rScurrentes distinctes sont contenues dans des ensembles disjoints finement 
fermSs, presque bor61iens et stables (on dit qu 'un ensemble A est stable si 

V x e A  P x [ V t e R + X t e A ] =  l ) .  

Ceci est encore vrai sous l 'hypoth~se un peu plus faible qu'il existe une mesure 
sur E, tclle que route fonction invariante par  P t  et nulle ~-presque surement est 

nulle surement. La d6monstration est la re@me. 
Nous appellerons ces ensembles des classes conservatives. 

0.3. Dans tout  cet article nous supposerons cette condition r~alis@e, c'est ~ dire 
que chaque classe r6currente C est contenue dans une classe conservative D stable 
et presque bor@lienne. 

Nous montrons que cela entraine l'existence et l'unicit~ pour route classe 
conservative D, d'une mesure tt invariante par le semigroupe Pt  et portSe par  D. 
Si (Ua)AeR+ est la r@solvante associSe ~ P t  cette mesure est 6quivalente & U~ (x,.) 
pour tout  2 positif et tout  x r@current appartenant  ~ D. 

On associe h chaque fonctionnelle additive A telle que E~ (A t) ~ so une mesure 
yA born@e qui, lorsque A est continue, est invariante par  Pr(t), si x(t) d@signe 
le changement de temps associ~ & A. Si A e t  B sont deux telles fonctionnelles: 

Exit J~AH 
l i m - - - - - -  ExBt --  HYBll /~ p's" 

t.--> oo 

At [!72 j] P z  p.s. Vx lira B t -  ][~Bl] 
t --+ s o  

De plus sous l 'hypoth~se (F) de Huz~T, pour tout  2 > 0, U~ = U a 
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I. Existence de la mesure invariante 

1.1. Nous commengons par  un lemme du ~ NAGASAWA et SATO [11] que nous 
red6montrons ici, afin que notre d6monstrat ion soit compl6te. 

Lemme 1. Une mesure if, cr-/inie, est invariante par le semi-groupe Pt si et 
seulement si elle est invariante par l'opdrateur U 1. 

Ddmonstration. La n6cessit6 est 6vidente. 

1 ~ Supposons ff invariante par  U 1, et s o i t / '  un  bor61ien de E de ff-mesure 
finie. L '6quat ion  r6solvante conduit  s la relation 

(1) f f (P) - -  f fU~(F)=  (2--  1)ffUa(F) V2 >=o. 

Si 2 est sup6rieur ~ 1 

,u u-~(/") < f f  u1 ( / 3  = ,u (F)  < oo 

on peut  donc retrancher  ff U a (/~) aux deux membres de (1) ce qui donne 

ff (/~) = 2ff U a (F) V 2 ~ 1. 

Les mesures a-finies # et Xff U ~ coincident sur les ensembles de #-mesure finie, et 
sont par  eons6quent 6gales. 

2 ~ Supposant  toujours 2 > 1 et g (F) < oo on a les  relations 

1 oo 

# U a (F) = ~ # (F) = f e -At ff (F) dt 
0 

et 
o o  

ff U a (1") -~ f ff (dx) U a (x, F) ~- f e -At # Pt  (I') dt. 
o 

Donc pour  tou t  nombre  2 > 0 
o o  c o  

f e-~t e-t ff p t  (F) dt = f e -At e -t # (17") dt. 
0 0 

I1 en r6snlte qu'i l  existe un ensemble N de mesure de Lebesgue nulle tel que : 

VtC N t t P t ( F ) =  ff(IV). 

3 ~ Soit {/~n} une suite croissante de bor6liens tels que U / ~ n  ---- E 
n 

V n ~  X ff(T'~)<oo 

et soit 5 f u n e  base d6nombrable d 'ouver ts  de E contenant  l 'ensemble E lui mSmc. 
9 ~ n Fn est un  ~r-syst+me (cf. [5] appendice) engendrant  la a-alg+bre ~ r oh 

est la t r ibu bor61ienne de E. I1 existe un ensemble Nn de mesnre de Lebesgue 
nulle tel que 

VtCNn  V T ' e g o n F n  f f P t ( F ) = f f ( F ) .  

Mais 

{ F e r n  fin] VtCNn # P t ( F )  = # (F )}  

est un 2-syst~me contenant  le ~-syst6me 9O n / ' n ;  il contient  done ~ n fin. 
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I1 en r6sulte que: 

V t S N = U N n  V T ' e ~  /aPt(F)=/a(F) .  
~t 

Mais 
k / teN 3toeNC t e lque  t + t o e N  c. 

Aussi pour route fonction bor~lienne positive ] on a en posant 

y/a (dz) 1 (x) = (/a, 1} 
</aPt, f> = {/a, Pt/> = </aPt~ Pt/} = <#Pt+t., /> = {/a, 1>. 

I1 en r6sulte que / aP t  =/a quelque soit t dans JR+. 

1.2. Le lemme prdc6dent ram6ne la recherche d'une mesure invariante par  le 
semi-groupe (Pt) B eelle d 'une mesure invariante pour U1. Cela conduit ~ 6tudier 
la chaine de Markov de fonction de transition U1 : nous allons l ' interprdter comme 
une suite d'observations du processus X aux temps de saut d 'un processus de 
Poisson ind6pendant de X. 

Nous montrons un lemme technique dans un cadre un peu plus g6n6ral, car fl 
nous sera utile par la suite. Soit F une loi de probabilit6 sur ~+.  Consid6rons la 
promenade al~atoire 

T = {A, ( ~ ) n ~ ,  (~t)t~R+, ( T ~ ) ~ ,  ( ~ ) ~  ~} 

or A = (R+) ~ est pris pour espace de probabilit6; si 2 est un 616ment de A ses 
coordonn6es sont not6es {Tn (2)}hE ~v. ~n d6signe la a-algbbre engendr6e par  les 
variables al6atoires T~, pour p <= ne t  ~ ---- ~ / n ~ n  . ~0est la  probabilit6 sur (A, ~) 
telle que pour g0 Tn soit la somme de n variables ~16atoires ind6pendantes de loi F. 
7~t est la loi ~0 translat6e de t. ~n est l'op6ra*eur de translation sur A. Nous d6signe- 
rons enfin par  ~J~t l 'op6rateur esp6rance associ6 g ~t. 

Soi~ (E, ~ )  un espace mesurable et Pt un semi-groupe de Markov d6fini sur 
(E, ~ )  et tel que pour tout  x de E et tout  A de ~ la fonction t --> Pt(x, A) soit 
mesurable. 

Consid6rons un processus de Markov {Q, ~ ' ,  (Px)ze~, Or, ~'t} de fonction de 
transition Pt (fl n 'est  pas n6cessaire de supposer que ce processus est un processus 
de Hunt ,  ]a propri~t~ faible de Markov suffit). 

Lemme. 

est une chaine de Mar]coy ~t valeurs dans (E, ~) de ]onction de transition 
o o  

(x, A) --> ~ Pt(x, A)d]F(t). 
o 

Ddmonstration. I1 nous faut  montrer  que si :~n est la tribu engendr4e par  Y~ 
pour p ~ n e t  si A = { Y~ ~ F} pour p ~ n e t  2" e 

c a r  0 n  a u r a  a l o r s  : 

~5~[A ] ~ ]  = ~5~[A I y~] 
ce qui est la d~finition d'une chaine de Markov. 
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I1 nous f au t  done mon t r e r  que si B e ~ n  

f Pr.EY~-.eFJdT~ = f lAdP~ 
B B 

et eomme on peu t  se restreindre pour  B g une famille d 'ensembles  engendran t  :~n,  
il suffit de mont re r  que si on a une suite PI(] = 1, 2 . . . .  , n - 5  1) de nombres  
entiers, et  si F t sont des ensembles de (E, ~ ) ,  alors 

= Ex[l{y.,er,}"" 1 {Y..er.}Py.[Yp.§ e F n + l ] ]  �9 

Calculons le premier  m e m b r e  de cet te 5galit6 so i t /~ [H]  

/5[H] ---- fgPx(w) fdz (4) l [x , , l~r . ] ' " l [x , ,~r .  ] ~to[lr.,,~ ~ p . ]  
D A 

car l ' appl icat ion 

4 -+ l[x~,p. (~)er~] 

est  ~v -mesurable  pour  ~o fix6 et ] =< n. 
o~ 6 tant  fix6, soit ~ l 'appl ieat ion 

t --> l r . + l  o Xt  

= fd=o(K)q~[T(Z.~l-~. -5 T~,(a)(. )] 
A 

par  d6finition de ~ t .  Done 

f i [ g ]  ---- f d~o (4) f dxo (4') f dPx (w) l[x.~(~)er,]  
A A Q 

= fd~o (4) fd~o (~')E~ [lex~,(~)~ r,]] 
A A 

. . .  1 [x...(~)er.] E z  [1 r.+, o XT~.+~ - . . ( r )  o OTp. (D ~Tp.(a)]] 
= f dzo (4) f dxo (4') f dPx (w) 1 [ x ~  (~)~v~] 

A A A 

. . .  l[x~. (a)~r.] Ex~.(a)(~) [l[x~..+l_~.(a,)(~)~r.+~]] 

= E x  [1 [x~.~rl] .  �9 �9 1 [ x ~ .  ~r.]x0 Q Px~..(a)(d4', do~) [Xz~.§ ~. (r) (@ e P .  +, ] ] 

= E x [ I [ x ~  erl] . . .  ][xz~ er.] /~r.  [f=.+1--p.er.+,]] 

ee qu'fl  fallait  d6montrer .  Y est  done bien une chaine de Markov  eL sa fonction de 
t rans i t ion  est  donn6e par  l ' appl ica t ion:  

( x , / J  --> Zto @ P x  [xT, (~,) (a)er] = E~ f l r [X~)(a)]  7~o (d4) 
A 

? = Ez f l r (X t )dF( t )  = Pt(x,F)dF(t) .  
0 0 
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1.3. Th6orbme. Pour toute classe conservative D, il existe une mesure invariante 
(~-[inie unique eoncentr~e sur D. 

Ddmonstration. Consid6rons la ehaine de Markov Y eonstruite s part ir  du 
lemme pr6c6dent en prenant  pour F la loi exponentielle de param6tre 1 et pour 
processus de Markov le processus s valeurs dans (D, ~D), 

{Q, ~ ,  (Px)zED, (Ot)t~ ~+, (Xt)te R+}" 

Nous allons montrer  que eette chaine Y est r6eurrente au sens suivant. 
Soient x ~ C et v > 0. Pour tout  ensemble A de ~D tel que U'(x, A) > 0: 

V z ~ D  P z V l ~ l { y ~ A } = l  } =  1. 
t n--+ o o  

Soit 
c o  

Zt(X) -= ~ n I[T,(~), T,+,(~)[ (t) 
n = 0  

eette fonction al6atoire est pour la probabilit6 z0, le processus de Poisson dont les 
Tn sont les temps de saut. On pent d6finir un proeessus 6quivalent sur un espace de 
probabilit6 canonique et l 'on appellera encore ~0 la probabilit6 pour laquelle 
~0[Z0 = 0] ---= 1. On d6finira les ~n par  ~n[Zt e F] = zo[Zt e f '  -- n], les tribus 
5(gt engendr6es par (Zs)s<=t et les op6rateurs de translation ~t. Soit alors B u n  
ensemble bor61ien de la demi-droite r6elle positive dont la mesure de Lebesgue 

(B) soit infinie et posons: 

Bn = B n  ]n,n-~ 1] 

E .  = O [ T k ~  Bn]" 
k = l  

On a: 

parce que l '@6nement:  il y a u n  saut dans Bn, contient l '6v6nement : le premier saut 
apr6s n e s t  dans Bn. Donc 

~0[En [~fn] ~ Xz,[Tt  e Bn -- n] = ~0[T1 e Bn -- n] 

parce que la loi du premier temps de saut est la m6me quelqne soit le point d'ofi 
par t  le processus. Donc 

=~ ~ ; e - t d t ~  l'~e (Bn) �9 

Comme tes Tk sont des temps d'arr6ts du processus Zt, les ensembles En sont 
~ n + l  mesurables, on peut  donc appliquer le th6or6me de Borel-Cantelli g6n6ralis6 
ee qui donne: 

~ro [ l ~ E n ]  = 1. 
L n - ~ r  J 

Mais en so rapportant  ~ la d6finition de l '6v6nement lim on voit que 

E~ c h-~ {T~ e B}. 
n-*~- OO k---b- r  
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Donc 

Soit main tenan t  x un point  r@urrent  (il en existe au moins un par  hypoth~se) 
et v u n  nombre  positif  et A u n  ensemble de ~D tel que U'(x, A)  ~ 0 

off l 'on a pos6 

B,> = { t J i t ( o ~ ) e A }  

or d ' ap r i s  la proposit ion IV.4 de [1], pour  Px-presque tou t  ~o, B~ est de mesure de 
Lebesgue infinie. I1 en r6sulte que 

ee qu'il  felleit d~montrer. 
3 ~ On sait d 'aprgs un th~orgme de Harris [6] qne si une ehaine de Markov Y ~ 

valeur dens un espaee mesurable de type  d6nombrable v~rifie la condition snivante : 
il existe une mesure m telle que m (A) > 0 entraine 

P [ Yn e A infiniment souvent]  = 1 

alors il existe une mesure invariante /~ unique (5~ une eonstante mnitiplieative 
pros) et telle que m ~  /~. 

Nous somme done iei dens les conditions d 'applieat ion de ee th6or~me pour  la 
ehaine Y si l 'on prend pour  mesure m, U~(x, .) pour x dens C et 2 6rant un nombre  
positif  queleonque. I1 existe done une mesure/~ invariante par  U 1, et d'apr~s le 
lemme I par  le semi-groupe Pt ,  unique et telle que 

U~(x,.)~ # 

pour  tou t  ~. > 0 et tou t  x r@urrent.  

R e m a r q u e .  La  mesure invariente # est eonstrnite sur D c~ ~ E  mais les 
ensembles presque-bor61iens sont/~-mesurables. En  effet si A est presque bor~lien, 
il existe deux ensembles bor61iens A '  et A "  tels que: 

A ' c A c A "  et V t e R  + P ~ ( x t ~ A " - - A ' ) = O  

on a done:  

# ( A "  -- A ' )  = I~P~(A" -- A ' )  = 0 

IA.  Nous avons vu  dens [1] que les classes conservatives peuvent  eontenir 
s tr ietement  les classes r@urrentes. C'est  no temment  le eas pour  les ehaines de 
Markov,  mais alors la mesure invariante est port6e par  la elasse r6eurrente. Ceei 
n 'es t  pas g6n6ral bomme le montre  l 'exemple suivant  repris de [1]. 

Soit E = {0} U[1, oo[ muni  de la topologie induite par  eelle de Ii~. F grant une 
probabilit6 diffuse sur [1, ~ [  on pose 

~(0 ,  .) = F ( . )  

~(Y,.)----e0(.) si y e [ 1 ,  oo[ 
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et l 'on d6finit un processus de Hunt  sur E par la fonction de transition 
00 ~n 

P~(x,  .) = e - t ~  ~ ( ' ) ( x ,  .). 

Le seul point finement r6current est {0} et la classe conservative associ6e est E. La 
mesure F + so est clairement invariante et elle charge D --  {0} - -  ceei est li6 au 
fair que la probabilit6 de r6enrrenee dans D - -  {0} en par tan t  de 0 est 1. 

La proposition suivante pr6cise les rapports  entre la classe conservative et la 
mesure invariante ft. 

Proposition. Soit C u n e  classe rdcurrente, D la classe conservative associde et F 
un ensemble stable tel que 

DD_FD_C. Alors # ( F  c ) = O .  

D~monstration. Soit ~ > 0 

#(F)  = ,~tt U~(F) = ~ ] tt(dy) U~(y, F) 
D 

tt ( F) = ,~ ~ # ( dy) V ~ (y, F) + 2 ~ # ( dy) V ~ (y, F) 
F F* 

oo 

et pour y CF,  UX(y,F) = ] e-~t Pt(y,  F)dt -- 1 
0 

done 
# (F) -= # (F) + ~ ~ # (dy) C A (y, F) 

eomme F est stable, F est un ouvert fin et comme F D= C d'aprbs la proposi- 
tion IV.4.  de [1], Ua(y, F) est strictement positif pour tout  y de D, ce qui exige 

/~ (F9  = O. 

I s  Cette proposition va nous permettre de g6n6raliser 16g~rement deux 
r6sultats de [1]. 

Corollaire 1. Toute ]onction excessive est ~gale tt-presque surement ~t la valeur 
qu' elle Trend sur C. Toute /onction invariante et bornde eat constante surement sur D. 

Ddmonstration. Si / est excessive et born6e d'aprbs [1] elle est 6gale sur C & une 
eonstante a 

Si x e D\C, / (x)  > a, car la surmartingale positive {~, ~ 's , /oXs,  Px} tend 
Px-presque surement vers a, ce qui entraine 

](x) > Pt / (x)  = Ez[]oXt] -->a 
?,.-r cto 

Posons 

Done 

F = {xzD:/(x) = a} 
Y x e F  V s e R +  a = / ( x ) > E x [ / o X ~ ] > a .  

V s e R +  f o X s = a  P x - - p . s . .  

est un ensemble stable. I1 r6sulte de la proposition 1.3. que / (x) =- a/x-presque 
s u r e m e n t ,  
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Pour traiter le cas g4n6ral, on considgre les fonctions excessives / A n  et on leur 
applique le raisonnement pr6c6dent; on eonstate qua si / est infinie sur Celle est 
surement infinie sur D. 

La deuxigme assertion du corollaire d6coule imm~diatement du th6or~me des 
martingales. 

Avant  d'6noncer le corollaire suivant, rappelons qn'on appelle fonctionnelle 
additive du processus une fa.mille {At} t  e ~+ de variables al6atoires sur /2  telles que 

1. Quelle qua soit la mesure initiMe v la fonetion t - > A t ( w )  est P~--p . s .  
positive, croissante, continue s droite et nulle ~ l ' instant 0; 

2. Pour tout  t ~ 0, A t est ~t-mesurable;  

3. Pour chaque couple (s, t); 

As+t(co) = As(co) + At(Os(co)) P ,  --  p.s . .  

Si [ e s t  une fonetion bor61ienne positive et A = {At}t~ R+ une fonctionnelle 
additive on appellera/A la fonctionnelle additive 

t 

( lA) t  = f l ( X s ) d A s .  
0 

(~orollaire 2. Etant donnde une [onctionnelle additive A ou bien pour tout x de 
D, Px[Aoo = oo] = 1 ou bien pour tout x de C e t  #-presque surement sur D, 
Px [Aoo = 0] = 1. Dans le second cas si A t e s t / in ie  pour tout t Px-presque surement 
pour un x de DIC, alors Px[Aoo < oo] = 1. 

Ddmonstration. Ceci est une 16g~re g6n6ralisation de la proposition IV. 4. de [1]. 
I1 reste s montrer qua si P x  [Aoo = 0] = 1 pour tout x de C, carte relation cst 
vraie /~-presque surement sur D. Ceci r6sulte du corollaire 1 ct du fair qua la 
fonction x -> Ex [Aoo] est excessive. 

l ~ e m a r q u e s .  1. Ce r6sulta~ a d~jh 6t6 utilis4 deux lois dans ce qui pr6c~de ct 
sara utilis6 constamment dans la suite. Ii entraine notamment quc si pour un x de 

] C a t  u n 2 > 0  U ~ ( x , A ) > O  alors P x  1 A ( X s ) d s = o o  = 1  pour t o u t x d e  D. 

Nous utiliserons d6sormais ce r6sultat sans le rappcler. 

2. Sur une classe conservative D, pour la mesure # invariante concentr6e sur 
D, on se trouve dans les hypotheses qua Hunt  place au d4but de [8]. 

1.6. Th~or~me. La mesure invariante # est dquivalente h U ~ (x, .) quel qua soit x 
dans Ce t  ,~ > O. 

Ddmonstration. I1 reste s montrcr qua si A e~D, # (A) > 0 entraine U~(x,A)  > O. 
Or #(A) > 0 entraine ~# UZ(A) > 0. 

I1 existe donc un ensemble B de #-mesure positive tel que pour tout x de 
B, UZ(x, A)  > O. On ne peu~ donc ~tre qua dans le premier terme de l'alternative 
du corollaire 2 ci-dessus. 

1.7. Proposition./~ est l' unique mesure excessive (~-/inie non nuUe concentrde sur D. 
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Ddmonstration. Soit v u n e  telle mesure excessive./~ et v 6rant a-finies, D est 
r6union d6nombrable d'ensembles An int6grables pour # et v. Soit A un de ces 
ensembles tel que # (A) > 0. 

Cl 

Posons: / (x) : f Ps (x, A) ds ; / es t  ~-int6grable, en effet 
0 

a 

~ / d v :  ( v , / )  : ~ v(dx) ] Ps(x ,A)ds  ~ av(A) < oo 
0 

et d 'autre part :  

~ P ~ / ( x )  = U(x,A)  = oo V x e D .  
n ~ O  

Formons alors 

(v -- v Pa, ~ Pma/} : (v, l} -- (v Pna, ~} g a y ( A ) .  

Faisons tendre n vers l'infini il vient 

( v - -  vPa, U( . ,A ) )  ~ a v ( A )  ce quientra ine  v :  vP  a. 

II.  Th6or~mes ergodiques 

II.0. L'existence de la mesure invariante permet de d6montrer des th6or~mes 
ergodiques pour les fonctionnelles additives du processus. Ces th6or6mes relient le 
temps de s6jour dans les ensembles presque-bor61iens ~ la mesure de ces ensembles. 

Dans tout  ce paragraphe les hypoth6ses sont les m~mes qu'au paragraphe I. 
Nous consid6rons l 'espace ~fl  (D, ~D,/~) des fonctions int6grables pour la mesure 
invariante /~, et l 'espace L 1 (D, ~D, #) de leurs classes d'6quivalence que nous 
n o t e r o n s ~  1 (#) et L 1 (#). Nous poserons ( # , / )  = S fd~u. 

Remarquons que si A = {A t} est une fonctionnelle additive du processus, la 
fonction t - + E ~  [A t] est lin6aire. Nous poserons 

E~[At] = t k (A) .  

D6finition. Si k (A ) est /ini la /onctionnelle A sera dite int~grable. Si E est r~union 
d'une suite d'ensemble En tels que les /onctionnelles l E A  soient int~grables, A sera 
dire (~-intdffrable. 

IL l .  Th6or~me de Chaeon-0rnstein. Th6or~me. Soient A et B des/onetionnelles 
additives int~grables tdles que lc (B) :> O, alors 

lira ExAt _ lc(A) 
ExBt It(B) /* - -  p.s.  

t--)- oo 

Ddmonstration. a) Soit a un nombre positff. L'op6rateur /--> Pal est une 
contraction positive de L 1 (/~). On sait (cf. [12]) qu'il existe pour Pa une partie dire 
conservative d6finie ~ une #-6quivalenee pr6s et telle que pour tout  616ment de 
L~ (#) 

(Pa)'~I=O ou + o o .  
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Soit F un ensemble de mesure finie et positive et posons 

" p  
/(x) = f ~(x, F) d~; 

0 

[ e s t  un 616ment de Lf~ (tt) et pour  tou t  x de D on a:  

~, (Pa)n/ (x)  = U(x, F )  = + o o ;  
n>O 

Pa est donc conservat if  sur D. Ceci justifie le nora de "classe conservat ive" donn6 
l 'ensemble D. 

b) On peut  donc appliquer le th6or6me de CHACON-0RNSTEIN ~ Pa et aux 
classes des fonctions ExA aet Ex Ba; il suffit en effet pour  cela (el. [12]) que 

D ~ -  x a n x a ~ o o  ~ 

o r  

~ (po)n ( ~  Bo) = ~ E~ (8~ o 0n) = ~ [Boo] 
n = 0  n ~ 0  

et l 'hypoth6se k (B) > 0 entraine que B~ = ~ Px  - -  P. s. pour  tou t  x de D. 
Done pour  tou t  a > 0, #-p. s. : 

Ex(Ana) ~ J ~  Ex Aa 
l i m  Ex(Bna) - -  ~f~J~Ex Ba < oo 

n --+ oo 

off .--Ca d6signe la t r ibu engendr6e par  les fonctions bor61ienues born6es invariantes 
par  Pa*, l 'op6r~teur transpos6 de Pa, et ~-r  l 'esp6rance conditionnelle par  
rappor t  s J a .  

t 

c) Supposons que Bt = f 1v (Xs) ds, pour un ensemble F ,  tel que 0 < # (F) < oo. 
0 

E x A n  
Soit x un point  de D tel que la limite ae E~Bnn quand n tend vers l'infini existe et 

soit finie. 
Posons ~ (t) = ExAt  et fl (t) = Ex a t  et appelons [t] la partie enti~re de t 

[t]+l 
[. P~(x, F) ds 

1 < fl([t] + 1) o 
- tiff@ Et] 

Ps (x, F) ds 
o 

done 

A l o r s  : 

d'ofi 

lim fl([t]+ 1) _ 1.  
t ~  ~([t]) 

t~([t]) ~([t]) < ~(t) ~([t]+ 1) fl([t]+ 1) 
fl([t]) ~([t] + 1) ~ < = = fl([t]) /~([t]+l) 

,. ~(t) ~(n) 
, ~ m - ~ -  = lim t~(~) " 

~.--+ o o  
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Pour /u-presque- tout  x, la limite de 

E~At existe done. Elle coincide pour  tou t  a > 0 avee 
t 

S P,  (x F) ds 
0 

]im f~x A na 
n a  

" ~  Ips(x,F)ds 
0 

qui est Ja -mesurab le .  

Elle est done Ja -mesurab le ,  pour  tou t  a. 
Mais O J a  est grossibre. E n  effet sih est un  616ment de Loo (#), ( ~ J a - m e s u r a b l e ,  

a > 0  a > 0  

P*ah ~ h pour tou t  a e t  h/~ est une mesure invar iante;  h/z est alors proportionnelle 
/z d'apr~s le th~or~me 1.2. et h est eonstante.  D 'oh / t -p .  s. : 

Ex Ae Eu As 
l ~  t - -  t 

0 0 

Le th6or+me en r6sulte car/z-p, s. : 

ExAt _~ lim ExAt 
lira Ex B~ t 

t---,r t ~  ~ Ps(xF)ds 
0 

k(A) 
- -  ~(F)" 

II.2. Th~or~me de Birkhoff. Lemme. Soit Z une variable al~atoire .~r162 
bornge, teUe que: 

V a e R +  Z o O a - ~ Z  

P u-presffue surement, alors Zes t  constante P u-presque surement. 

Ddmonstration. Soit v u n e  probabilit6 ~quivalente s #.  On a: 

Done d'apr~s un th6or+me de la th~orie des martingales ([12]) Z ~tant born~e done 
P~-int6grable 

Ex,  [Z] -> Z P~ - -  p. s. ; 

soit alors k un nombre  r~el et 

F ~ = { y e D ,  E u [ Z ] ~ k ) ;  

ou bien v (F~) > 0 et alors 

P~ F, s s = o o  = 1 ,  

soit 

done 

ou bien v (F~) = 1 et de la m~me fagon 

Z < k  

lim Ex,  [Z] ~ k P~ - -  p. s. ,  

lim Ex,[Z] ~ k P~ - -  p. s. ; 

P~ - -  p . s . .  

E~B~ -- k(B)" 

t 

Ps(x lV) d8 
o k(A) 
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Les ensembles n6gligeables 6tant les m6mes pour P~ et Pz, Z e s t  constante 
P~-presque surement. 

Th6orbme. Etant donndes deux [onctionnelles additives intdgrable8 A e t  B telles 
que k ( B) > O, pour tout x de D 

At k(A) 
hm Bt -- k(B) Px  -- p s .  

l---> o o  

Ddmonstration. L'op6rateur Ta : 

Z -+ZoOa 

est une contraction positive de L 1 (•, ~oo, Pz). 
Soit en effet la variable al6atoire: 

z = f 1F (Xs)ds 
0 

oh F est un ensemble presque-bor61ien tel que 0 < # (F) < oo ; 

(Ta) n Y = f lF(Xs)ds = ~ P~-presque surement;  
n = 0  0 

Ta est donc conservative. 
En rue  d'appliquer le th6or6me de C~ACON-0R~STEIN ~ cette contraction 

montrons que la g-algbbre J a  des 616ments invariants par l 'op6rateur transpos6 
T* coincide avec la a-alg6bre J a  des ensembles invariants par  OaP~t-presque- 
surement. 

T* est d6fini par la relation: 

VZ ~ L I(P~) E~[Z o 0~. Y] = E.[Z. T* Y]. 

Donc 

V Z e L l ( p ~ )  E ~ [ Z o O a Y o  Oa] = E~[Z" T*[YoOa]] ,  

et d 'autre  par t :  

V Z e L I ( P ~ )  E~[ZoOaYoOa]- -=E~[YZ] .  
Donc: 

VY~Lo~(Pg)  Y =  T*~[YoOa], 
�9 t 

ce qm montre que J a  c J a  �9 
Inversement,  on suit ([13]) que la ~-alg6bre J a  des 6v6nements invariants par  

Ta* est form6e des ensembles 

Cz est invariant  par  Oa, done J a  c J ~ .  
I1 r6sulte alors du lemme que : 

a > 0  

off Z parcourt  L '  (P~); 

P~-presque surement .  

13 Z. Wahrscheinlichkeitstheorir  verw. Geb., :Bd. 8 
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Appliquons main tenant  le th6or6me de CttACoN-OI~NSTEIN a la contract ion Ta 
et aux variables al6atoires A a e t  Ba: I1 vient  

Ana EuJ~ [Aa] 
lira B . ~ -  EJ 'o [B~]  Pu-presque surement.  

En  proc6dant  de la m6me manigre qu 'au  paragraphe II -1 ,  on peut  se limiter au 
t 

cas oh Bt = S 1E(Xs)ds avec 0 < / t ( F )  < o o .  
0 

�9 A t  
Dans ce cas on montre  que lira -B~- existe, donc qu'elle est j a - m e s u r a b l e  pour 

~(A) 
tou t  a positif. Cette limite est donc constante et 6gale h k~B) Pu-presque-surement.  

Soit main tenant  F l e  sous ensemble de tQ oh la convergence a lieu: 

F = {co I lim At(o~) k(A)]  
t ~ o o  B t ( co )  - -  l c (B)  l" 

On aPu(F c) = 0. D 'au t re  par t  1F o 0t = 1F. La fonetion 

x ~ Px  [iv] est done invariante et par  suite eonstante.  

I1 en r6sulte que Px  (iv) = 1 pour  tou t  x de D. 

R e m a r q u e s .  1) Soient / une fonotion de~  01 (/z) et g u n e  fonction deXe~ (#)telle 
que (#,  g} > 0; les th~or6me I I .  1 at II .2 .  impliquent que:  

t 

Ps/(x)ds 
l i m o  {~,/)  t - -  < ~ , g >  # - -  p . s .  

t--> co ~ P s  g (x)  ds 
0 

et que pour tou t  x de D : 
l 

~ / o Xsds 
lim 0 (/~, 1} - -  P x  - -  p . s .  t < m  g )  

t---~ ~goXsds 
0 

2) La d6monstrat ion des th6or~mes II .1  et I I .2  s 'applique s des fonctionnelles A 
qui ne poss~dent pas la propri4t4 que A t soit ~ t -mesu rab l e  pour tou t  t E R+. On 
peut  donc les appliquer aux fonctionnelles Z A  d6finies par  

t 

(ZA)t = ~Z o OsdAs 
0 

oh Z est une variable al6atoire ~ - m e s u r a b l e ,  positive et born6e et As une 
fonctionnelle additive intggrable. 

II.3. A 6rant une fonctionnelle additive et q~ une fonction bor61ienne positive, 
on d6signe par ~A la fonctionnelle additive 

t 

@A)t = S~ ~ X~dA~ 
0 

on associe h A une mesure VA en posant  
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La mesure VA est finie si et seulement si A est int6grable. Elle est a-finie si et 
seulement si A est a-int6grable. La  mesure VA ne charge pas les ensembles polaires. 
Si A est continue VAne change pas les ensembles semi-polaires (en effet l 'ensemble 
des temps oh une trajeetoire rencontre un tel ensemble est d6nombrable). 

Proposition. Si A est a-int~grable, continue, et si~ (t) ddsigne le changement de temps 
associg ~ A (el. [10]), la mesure VA est invariante par P*(t) et c'est la seule mesure 
excessive pour P.(t) eoncentrge sur D. 

R e m a r q u e .  Si / est une fonction de ~f~ (/t) w ~cr (/~) et si 
t 

A t  = f l o X s d s  , 
0 

on a PA ~ / ~ .  La proposit ion pr@6dente est dans ce cas partiellement 6nonc6e par  
HUNT darts [8]. 

D~monstration. 1 ~ Supposons d ' abord  A int6grable. Pour  route fonction ~ de 
5r  (#) et tou t  x de D, d 'apr6s le th~or+me I I .2  I '  ~ (Xs) dAs 

Px lim @a,f> = 1 

et comme ~ (t) tend Px - -  P, s. vers l'infini pour  tou t  x de D 

f. ~(xs)eA~ 
Px t im  o <vA,~v> 

soit 

Px  lira T J f _ cf (X~(8))ds -= ~H~41~- j _= 1. 
I_t--+ oo 0 

Mais pour  tou t  u de ~+,  PT (u) ~ est encore une fonction mesurable born6e, done 
pour  tou t  x de D:  

t 

(8) (u) (x)  d8  - 
P~(u) q J> 

lira 
II ~A/I ' t - + o o  0 

et le premier membre  est aussi 6gal 8 : 

t 
�9 

t~  m T P~ (s) ~ (x) d8 = <~A,II~AII ~> ' 
0 

VA est donc invariante par  P r  (t). 
2 ~ Soit Z une variable al6atoire positive et born6e et Z A  la fonctionnelle 

d6finie pr6c6demment  par  
t 

(ZA)t  = f Z o  OsdAs. 
0 

Nous allons montrer  que k (ZA) = E,A [Z]. 

13" 
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Si A est int6grable, Z A  est int6grable et pour  tou t  x de D 

P x | l i m  o ,- k(ZA) = 1 
l_ t  - ,  ~ " ~  II~All ' 

soit 

PZlt_+limr 0 Z o0 , ( s )  d s - -  IlvAII ] = 1 '  

et VA 6rant invariante par  P r  (t) 

_1 E~. ZoOr(8)ds = E , A [ Z ] = k ( Z A ) .  
t 

Si A est a-int6grable, E est limite eroissante d'ensembles En tels que l E A  soit 
int6grable: 

1 E  [ ~  J l i m l E " [ [  tZ~ k ( Z A ) = T  l* oOsdAs = 

= lira EI~,~, [Z] = E ~  [Z].  

Done pour  route variable al6atoire Z positive P~A-int6grable et tou t  x de D : 

Z o Os dA s 
P x  lira o E~A[Z] 

t -- ~A(En) = 1 . 

0 

soit 

S Z o Or(s) ds 

Px lim t - -  V A [ E n ]  ~ 1 ; 

0 

et en raisonnant  comme pr6c6demment,  pour  tou t  hombre  u positff et tou t  x de 
D, P x-presque-surement, 

t t 

Z o O~(s) ds ~ Z o O~(u) o 0~(,) ds 
0 0 

lim - -  lira 
t t 

t~r162 ~ll~.(Xr(s))ds r  ~ 1E.(XT(s))ds 
0 0 

soit 
E~ (Z) E,~ (Z o 0~(~)) 
vA(En) vA(En) 

La mesure P~A est done invariante par  Or (u) done ~A est invariante par  P~ (u). 

3 ~ Si ~A (P) est s t r ictement  positff pour  un  ensemble /"  de ~D, eela entraine que 
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et d'apr~s le corollMre 1.4.2 que pour tout x de D 

P x  r ( X s ) d A s  = oo = P x  lr(Xr(8))ds  = co = 1.  

Soit alors ~ une mesure a-finie excessive pour le semi-troupe Pz (t), on d6montre 
que VA~ ~ et que P ,  (t) est une contraction positive et conservative de L 1 (#) en 
suivant les m~mes raisonnements que ceux fairs pr6c6demment. 

Soit alors F u n  ensemble de ~ n  tel que 0 < VA (/~) < co et ~ (F) < 0% on a 
pour route fonction born6e ~ de L~ ($) 

n 

o (VA, 9)  E~ 
lira nt vA (1") --  E~ 1/" 

~-~.o S P~(*)(x, r )  ds 
0 

oh ~ est une certaine tribu sur D et E ~ l'esp6rance conditionnelle par rapport 
relativement ~ ~, I1 en r6sulte que 

(vA, ~) _ este. 

Donc $ est proportionnelle h VA. 

R e m a r q u e .  La troisigme partie de cette d6monstration pourrait se faire par 
application des rMsonnements du paragraphe I. La remarque faite au d6but 
permettrait de d6montrer l'existence d'une mesure invariante pour Pr(t) par 
application du th6orbme de Harris et l 'on pourrait ensuite reprendre l'alin6a 1.7. 

III.  Classes conservatives nulles et positives 
III.0. Dans la th6orie des chaines ~ espace d'6tats discret on distingue les 

classes r6culTentes en classes nulles et classes positives suivant que ]a mesure 
invariante est infinie on finie. Ceci est 1i6 aux propri6t6s de convergence ~ l'infini 
des fonctions de transition et ~ l'int6grabflit6 des temps de retour. Nous allons 
montrer deux r6sultats dans cette direction. 

III.1. Definition. Une dasse conservative D sera dire positive si la mesure invariante 

concentrde sur D est /inie. Elle sera dite nulle dans le cas eontraire. 
Nous conviendrons de prendre 1 pour masse totale de/, ,  lorsque D est positive. 

Proposition. 1) D est positive si et seulement si pour tt presque tout x de D et 
toute /onctionnelle A int~grable 

lim ~ U~ (x) = [I VA[l" 
,~--+ 0 

2) D est nulle si et seulement si pour route/onetionnelle A intdgrable, #-p.  s. 

a) lim 1 E x A  t = 0 ; 
t ---> r 

b) lim ~U~(x) = 0. 
,1-->0 
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Ddmonstration. 1) lc th6or~me II .1  entraine quc si D est positive 

1 
lira ~ - E x A t  = ][ ~ l l  ~-p.s. ; 

t -+oo 

donc d 'aprgs le th6orgme de K a r a m a t a  (cf. [14]) 

l i m ~ E x  e-~sdAs = 1[ ~AII 
~--+0 \ 0  / 

soit 

nm x u ~  (~) = 11 ~A II ~-p.s .  ; 
2-~0  

2) supposons main tenant  D nulle. I1 existe une suite croissante (Dn) d'ensembles 
de ~D, de mesure finie, tels que w Dn = D. Pour  tou t  n e t  tou t  t: 

1 Ex At 
~ E x A t  ~ ~ t 

Ex IlD. (Xs) ds 
0 

et :  

d'ofi 

-- l [I~II 
lira -~ E x A t  < 
t-+co = ~(D~) #-p.s . ;  

1 
lim ~- E x A t  = 0 #-p.s.  

t ->co  

L'6quivalenee de a) et b) r6sulte du th6or6me de Karamata .  Les conditions 1) 
et 2) 6tant  incompatibles sont n6ccssaires ct  suffisantes. 

III .2.  Proposition. Soient A e t  B deux ensembles de ~D tels que #(A) < oo et 
#(B) > O. Si TB = inf {t > O, X t  ~ B} est le temps d' entrde darts B, 

TB 

ExS1A(Xs)ds < c~ lu-p.s. 
0 

En partieulier, si D est une classe positive 

Ez(TB) < oo #-p. s. 

Ddmonstration. On ne restreint pas la g6n6ralit6 en supposant  # (B) < c~ : si en 
effet/~(B) = c~, B contient  un  ensemble B '  de G O  tel que 0 < # ( B ' )  < c~ et 

TB TBt 

Ex S lA(Xs)ds <= Ez  S1A(Xs)ds. 
0 0 

a) Supposons donc / , (B) < oo. Soit T(t) le changement  de temps associ6 
t 

At  -~ y 1AvB(Xs)d8* La mesure born6e ~ ~ - - -  1AuB/A CSt invariante par  PT(t). Lc 
0 

processus {I2, ~ ,  (Px)xE~), Or(t), Xv(t)}aP~(t) pour fonction de transition. Avec 
les notat ions de la partie 1.2. supposons quc F soit la loi exponentiellc de param~tre 
1 et remplagons Pt par  P r  (t). La  chaine de Markov associ6e est 

Y={~ 9 |  J - = ~ |  ~z Pz| Y~(+,~) ~ +>~ = - ~  ~-~ ~ [ T . ( ~ ) ] Y  �9 
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Pour  un ensemble  B de ~D on pose:  

TB = inf  {n > O, Yn e B } .  

o o  

Si ~ ( B )  > 0, on a vu  que . [  1B (X,(t))  dt --  co Px-presque  surement  pour  t ou t  
0 

x de D, en r ecommencan t  le r a i sonnement  fair  en 1.3. on mon t re  que la chMne Y 

est r6currente  dans  l ' ensemble  B donc que TB est Pz -p re sque  su rement  fini pour  
tou t  x de D. 

D ' a u t r e  pa r t  d ' apr6s  [6] si C ~ ~ n  

en p r e n a n t  C = D, il v ien t  

fh(dx)~f i%] =/~(D) < oo, 
B 

ce qui en t ra ine  Ex  [TB] < oo #-presque  su rement  sur  B. 

Posons m a i n t e n a n t  F = {y; Ev (TB) = co } ; d 'apr6s  ce qui pr6c6de/~ (Fc~ B) = 0, 

e t  supposons /~  (F) > 0. 
Comme 

B 

cela en t ra ine  

~ ( ~ ;  ~ x ( ~  > ~'~) > o) > o 

o a r  v~ ~ D ~fi~[~ = ~/'~] = 0 

et 

et comme F.y~.r(~I'B) -= o% cela entraine l'existenee d'un sous-ensemble de B de 

mesure positive sur lequel Ez(TB)  = oo. Nous sommes arriv6s g une contradiction 
et 

E~(T~) < oo ~ p.s. 

b) Soit TB = inf{t; X~ (t) ~ B} le temps d'entr6e du processus X~ (t) dans B. 

23B > inf{t: v(t) > TB} = ATe,  

TB 

0 
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Pour tout  2: 

T#,(m,~) >_ TB(co) 

done Ex[T~,(~,~)] ~ Ex(TB) .  

Mais co ~tant fix6, TB (co, 2) est un temps d'arr~t du processus Tn (i). Comme 
Tn -- nes t  une martingale centr4e, pour tout  entier k: 

fd~0(~) [TiY~A k - -  fiBAk] = 0 ,  
soit: 

S = S (co, 
> (co). 

Done # p.s. sur A ~9 B: 

[? ] ^ " E~ 1A(Xs)ds <= Ex(TB) <= Ex[TB] < e~ . 
k0 j 

e) D est r6union d~nombrable d'ensembles An de mesure finie eL pour tout  n: 

T~ T~ 

E:~flA(Xs)d~ <= E x [ l ~ o a . ( X s ) d s  < oo # p . s .  sur A W A n ,  
0 0 

done 
TB 

N x f l A ( X s ) d s  < oo ~p .s .  
0 

III.3. Pour l '6tude de la limite de Pt(x, A) lorsque t tend vers l'infini (z e D eL 
A e ~D de mesure finie), nous n 'avons que le r6sulLat suivant:  

Si les fonctions ~ P t ( ' ,  A) eL lim P~(., A) sent universellement mesurables 
t--+oo t->co 

(en particulier si A est un ouvert fin presque-bor61ien), elles sent eonstantes # p.s. 
sur D. 

Rappelons qu'une fonction surm6diane esL une fonction universellement 
mesurable positive 9, telle que pour tout  t de R + Pe9  --<_ 9- 

Les fonctions lim P~(., A) et 1 - -  lira P t ( ' ,  A) sent surm6dianes et le r6sultat 
pr6c6dent est une eons6quenee de la 

Proposition. Sur D route [onction surmddiane est constante, /~-presque-surement. 

Ddmonstration. On peut supposer la fonction surm6diane 9 born6e (sinon elle 
est limite eroissante des fonctions surm6dianes born6es 9 An). 

Soient A presque-bor61ien tel que #(A) < oo et z(t) le ehangement de temps 
t 

associ6 ~ f 1A (Xs) ds. Pour tout  t, T (t) >--_ t et 
0 

lira P~(,)~ _< lim P ~  ---- ~ ~ 9o. 
t-+O t-->O 

Mais pour tout  t: 
[. # (dx) [co -- Pr (t) 9] (x) = O, 

A 
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donc 
- = 0 

A 

e t ~  = ~ # p . s .  surA.  
# 6taut a-finie et ceci 6taut vrai pour tout  A de/z mesure finie, 

~ 0 = ~  #p . s .  surD;  

coincide p.s. avec sa r6gularis6e excessive ~ qui est constante /z-presque 
surement; ~ est donc constante/z p.s. 

IV. R~earrence fine des processus en dualit~ 

IV.0. L'existence et les propri6t6s de ]a mesure invariante permettent  de 
pr6ciser sous l'hypoth6se suppl6mentaire de dualit6 les propri6t6s de la r6currence 
fine 6tudi6e duns [1]. 

Duns tout  ce paragraphe on supposera donn6s deux processus X et X "en 
dualit6" (cf. [2]). Conform6ment s la terminologie de Meyer les objets associ6s au 

processus X seront pr6c6d6s du pr6fixe co ou surmont6s du signe ̂ . On a alors une 
mesure ~ (not6e aussi dx) et une famille de noyaux-fonctions { U ~ (x, Y)}~.>0 tels que : 

1 ~ ~ est excessive pour ]es semi-groupcs Pt  e t /3t ;  

2 ~ U~(x, dy) = U~(x, y )dy ,  

U~ (dx, y) = dx U ~ (x, y) ; 

3 ~ la fonction x -+ U'~(x, y) (resp y --> U~(x, y)) est 2 excessive (resp 2-coex- 
cessive). 

Sous ces hypothbses ~ charge les ouverts fins et cofins; l 'hypoth6se (L) de 

Meyer est donc r6alis6e pour X et X;  nous sommes donc bien dans les hypothbses 
de cet argclc et nous pouvons appliquer ce qui pr6cbde. 

Posons 
U (x, y) = lira U ~ (x, y) .  

4-->0 

La fonction x --~ U (x, y) (resp y --> U (x, y)) est excessive (resp coexcessive). 
En effet pour tout  2 > 0, U (x, y) est ]imite croissante des fonctions excessives 
U ~' (x, y) (2' < ,~) ; U (x, y) est donc k-excessive pour tout  2 > 0, donc excessive. 

IV.1. Comme duns [1] nous appelerons :f~f(x) la base de filtre des voisinages 
fins presque bor61iens de x. Nous aurons besoin du lemmc suivant. 

Lemme. Pour tout x de E il existe un voisinage / in presque bordllen de $-mesure 
/inie. 

D~monstration. Pour tout  x de E la fonction y -+ U (x, y) ne peut 6tre identi- 
quement nulle puisque U~(x, .) n'est pus nul donc il existe un y de E tel que 
U (x, y) > 0. Donc 

3V~CZy(x)  3 a > O  V z e V  U Z ( z , y ) ~ a ;  

o r  

1 
~ U~(V, y) = f d z  U~(z, y) ~ a~(V) .  

V 
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L'ensemble V r6pond s la question. 

Proposition: Un point x est ]inement rdcurrent (resp co-rdcurrent) si et seulement 
si la /onction y --~ U (x, y) (resp y -~ U (y, x)) ne prend que les valeurs 0 et + c~. 

Ddmonstration. Six est finement transient,  il existe V E "f~f (x) tel que 

0 < U (x, V) ~- f U (x, y) dy < r 
v 

done 
~ [ ( y ; 0 < U ( x , y )  < oo) c~ V ] > 0 ,  

ce qui entraine l 'existence d ' un  y tel que 0 ~ U(x, y) ~ oo. Si x est finement 

r6current, pour  tou t  y de E d'apr~s 1.4. : ou bien il existe un W de ~ r  tel clue 

U(x, W ) ~ - 0  ou bien pour  tou t  W de ~I(Y) ,  U(x, W ) ~ - +  oo. La fonction 
y --~ U (x, y) ~tant  cofinement continue cela entraine dans le premier cas U (x, y) ~-- 0 
et dans le second eu 6gard au lemme pr6c~dent que U (x, y) ---- +oo .  Ce qui 
d6montre la proposition. 

IV.O. Th6or~me. a) Les classes conservatives coincident avec les classes r~currentes. 
b) Un point/inement transient ne peut conduire ~ un point ]inement rdeurrent. 
c) Les classes r~currentes et co-rgcurrentes coincident & des ensembles de potentiel 

nul prds. Soient C et C deux telles classes ($(CzJC) ~- 0), s i x  est un point de C n 
alors 

C =  {z; U(z,x) = oo}, 

~ =  {~; V(x,~)= ~}. 

La trace de ~ sur C (~ C est invariante par les semi.groupes Pt  et Pt. 

d) Si ~ (C) < ~ ,  lira ~U ~ (x,.) ---- 1 ~ p.s. sur C,  
,~-~0 

Si ~ ( C ) : o o ,  lim~UZ(x,.)----O ~p.s. surC .  
~-->0 

Dgmonstration. 1 ~ Soit C une classe r~currente et D la classe conservative 
associ6e. D est un  ouver t  fin, donc est charg~ par  ~. ~ (~ D est une mesure excessive 
concentr6e sur D, donc invariante et s i x  e C, ~ (~ D est 6quivalente ~ la mesure 
UZ(x, .). Comme 

U~(x, A) : f UZ(x, y)dy 
A 

(~ D est 6quivalente s 1 {y; U z (x, y) ~ 0} ~ donc 

~[D~ {y; U(x, y) = ~ ) ]  = 0 .  

2 ~ Pour  tou t  y e E, la fonction x---> U(x, y) est excessive donc constante  
~-presque surement  sur D d'apr~s 1.4., donc par tou t  sur D puisque D est ouver t  
fin. Or s i x  ~ C, U (x, y) ne peut  valoir que 0 ou -k c~, e 'est donc uussi le cas pour  
tou t  point  de D qui de ce fair est r~eurrent d 'apr~s la proposit ion pr6c~dente, a) est 
d4montr~. 

3 ~ Soit C une classe r~currente. Pour  ~-presque tou t  x de C la fonetion 
y -~ U (y, x) vau t  ~- so sur C car 

V y e C  ~ [ C z J { x ; U ( y , x ) - - - - o o } ] = 0  

et y --> U (y, x) est constante sur C. 
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Soit alors x e C tel que U(y, x) = +oo Vy e C, et soit z tel que U(x, z) = + ~ .  

Soient Wer162 et W' e ~ / ( z ) :  

$ (W(~  C) = ~(Wc~ {y; U(x,y)  = ~ } )  > 0 ; 

en effet W n {y; U(x, y) ---- oo} cont ient  un ouver t  cofin contenant  x, done non 
vide et  charg@ par  $. 

De m@me ~(W'  (~ C) > 0 et pour  tou t  x de C, U(x, W') = ~ .  On a donc 

o o  

= EI~,~ .f lw(Xs)ds = ] ]  1w, (x) dx V(z, y) liv(y) dy 
o 

Soit pour  tou t  W de ~f/(x) 

= EIw~ . f l w ' ( X s )  d8. 

.f 5 ( W ' , x ) d ~  = oo. 
1v 

La  fonet ion x -+  ~)(W', x) @rant cofinement  continue eela implique U(W' ,  x) 

= + oo. Done pour  tou t  W' de r (z) 

r ) ( w ' ,  x ) =  + o o  ; 

z e s t  donc cofinement r@current et  appar t i en t  ~ la classe co-r@currente de x: C (x) 
ce qui d@montre la premi@re par t ie  de c). 

4 ~ Supposo~s que z co-eonduise & x (x 6rant  ehoisi comme en 3~ et  mont rons  
que U(x, z) = -~-oo;F = {y; U(x, y) = oo} est  un ouver t  eofin presque-bor@lien 
eon tenan t  x done 

Pz[TF < co] > 0 
et 

U(x, z)>= Pr U(x, .)(z) = ~z [ l~F<oo  ~ V(x, X~D ] ; 

eomme F est aussi un  ferm@ cofin, U (x, X~,F) -~ 0% done U (x, z) --~ + oo. Done 
d 'aprgs  3~ 

{z ; z coconduit  & x} =C {z ; U(x, z) = oo} C C(x) 

comme C (x) C {z; z coconduit  & x} de mani~re 6vidente on a: 

~(x) = {z; v(x,  ~ ) =  r ; 

un point  co-f inement t rans ient  ne peu t  conduire ~ un point  eofinement rScurrent. 
Pa r  dualit5 on a tou t  le reste de la par t ie  e). 

La  par t ie  d) est une eons@quence immSdiate  de la proposi t ion I I I .  1. 

IV.3. Ces r@sultats peuven t  encore ~tre a.m61ior~s si on ajoute  l 'hypoth@se que 

les r@so]ventes UZ et L~ sont  fo r t ement  felleriennes (ee qui est en part ieul ier  
entrain4 pa r  l 'hypoth~se  (F) de H u n t  cf. [7]). D@signons p~r (F') l ' ensemble  de ces 
hypotheses.  

Proposition. Sous l'hypothdse (F') les classes rdcurrentes et cordeurrentes coincident 
et sont ouvertes et /ermdes Lorsque E est connexe ou bien tousles points sont transients 
ou bien E est une classe ( eo-)rdcurrente. 
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Ddmonstration. Les classes r6currentes sont fermges puisqu'elles coincident 
avee les classes conservatives qui sont d6finies (cf. [1]) comme l'ensemble des 
points off une certaine fonction invariante prend la valeur 1. Comme d 'autre  par t  
les fonctions y --> U (y, x) et y -+ U (x, y) sont semi-continues inf6rieurement 

C(x) = {z: V(z ,x )  = o~} = {z: V ( z , x ) >  0} 

et 

~(x) = {z: V(x,~) = ~o} = (~: v(~,  ~) > 0} 

sont ouvertes. 

E t  ici ~ (CA C) = 0 entraine que CA C ---- 0. 

IV.4. Dans ce paragraphe nous nous placons toujours dans l'hypoLh~se (F') 
sous laquelle IV[Eu ([I0]) d6montre qu'il existe une correspondance biunivoque 
entre les mesures v ~-finies dont le ~-potentiel est fini pal~out et qui ne chargent 
pas les ensembles polaires (resp. semi-polaircs) et les fonctiolmelles additives A 
discontinuit6s aceessibles (resp. continues) telles que pour route fonction bor61ienne 
born6e 9 et pour ~ > 0: 

U~  = U ~ 9 A  

La mesure v coincide alors avec la mesure VA d6finie en 11.4. car 

(v, q~) = ~ ~ ~]~ (E, y) v (dy) qJ (y) -~ ~ ~ ~ dx U ~ (x, y) q~ (y) v (dy) 
o o  

0 

oo 

: ,~e-~tdtlc(q~A) = (VA, q~). 
0 

On peug donc compte tenu des r6sultats de la partic I I ,  4noncer le th~or~me 
suivant: 

Th~or~me. Etant donnd un processus de Hunt satis/aisant ~ l'hypothese (F') et 
rdcurrent, il existe une correspondance biunivoque A ~ VA entre les classes d'dqui. 
valence de/onctionnelles additives a-intdgrables dont les ,~-potentiels sont ]inis et les 
mesures (~-]inies ne chargeant pas les ensembles polaires et dont les Z-potentiels sont 
/inis. 

Cette correspondance poss~de tes propridtgs suivantes: 

1) A ~ t  continue si et seulement si VAne charge pas les ensembles semi-polaires. 

2) Pour toute ]onction q~ bordlienne et positive 

3) Si A et B sont deux /onctionelles a-additives, et q), ~v deux /onctions bordliennes 
telles que 

t 

Ex S qJ(X,) dAs 
o vA(q:) 

i) lim 
t vB (~,) 

0 

~P e~ifl+ (VB) et (VB, ~} > 0 

- - p . s . ;  
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ii) V x e D  
t 
qJ (Xs) dAs 

l i ra o ~A(~) p x _  p s .  
t ~B(~) 

0 

4) Si  ~(t) est le changement de temps associd 5 A,  VA est invariante par le semi- 
groupe P~ (t) et c' est la seule mesure a-/inie excessive pour Pv (0. 

R e m a r q u e .  L a  p a r t i e  3) de  ce th~or~me  ~ ta i t  c o n n u e  dans  le cas  du  m o u v e -  

m e n t  B r o w n i e n  (cf. [9]). 

Note sur dpreuves: La d~monstration de la proposition I. 4 ne vaut  oue pour [[/~ ]] ~ r 
Dans le cas g4n6ral, on remarque que 1/~/~est excessive, donc invariante d'apr~s I. 7; soit 
1F#=/~.  
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